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Задача 263
Нехай (X, ‖·‖) - скiнченновимiрний нормований лiнiйний простiр. Нехай {e1, e2, . . . , en}
- базис X. Тодi для довiльного x ∈ X iснує єдиний вектор (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn такий,

що x =
n∑
i=1

aiei.

Визначимо лiнiйнi функцiонали fi : X 7→ R, i = 1, 2, . . . , n наступним чином:

fi(x) = fi

(
n∑
i=1

aiei

)
= ai

Тодi кожен fi ∈ X∗, i функцiонлали fi утворюють базис X∗.
Визначимо на X норму `1 : ‖x‖1 =

∑n
i=1 |fi(x)|. Вiдомо, що в скiнченновимiрному

просторi всi норми еквiвалентнi, тому збiжнiсть в однiй нормi буде означати збжнiсть
в усiх.
Нехай (xn) ⊂ X, xn ⇀ x, тодi за означенням fi(xn) → fi(x), i = 1, . . . , n, тобто
|fi(xn)− fi(x)| → 0, звiдки ‖xn − x‖1 =

∑n
i=1 |fi(xn)− fi(x)| → 0, а отже xn → x.�

Задача 269

=⇒ Нехай xn = (ξ
(n)
k ) ⇀ x. За теоремою 12.1 будь-яка слабко збiжна послiдовнiсть

обмежена за нормою, тому виконується умова (1). За означенням слабкої збiжностi
∀f ∈ (`p)

∗ : f(xn)→ f(x), тому визначимо лiнiйнi оператори:

fi(x) = ξi, x ∈ `p, i ∈ N

Так як fi(xn)→ fi(x), то виконуєтсья покоординатна збiжнiсть, тобто умова (2).
⇐= Нехай xn - послiдовнiсть, обмежена деякою константою M i покоординатно збi-
жна. Визначимо S = {fi ∈ (`p)

∗, i ∈ N}, де fi визначаються аналогiчно першiй частинi

доведення. Для довiльного g ∈ spanS виконується g =
m∑
k=1

αkfk. Тому очевидно, що

g(xn)→ g(x) як лiнiйна комбiнацiя fi. Далi вiзьмемо довiльний g ∈ (`p)
∗ = cl(spanS),
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тодi g = lim
k→∞

gk для деякої послiдовностi (gk) ⊂ spanS. Зафiксуємо довiльне ε > 0.
Так як g = lim

k→∞
gk, то iснує таке K ∈ N, що ‖g − gk‖ ≤ ε для всiх k > K. Тодi

|g(xn)− g(x)| ≤ |g(xn)− gk(xn)|+ |gk(xn)− gk(x)|+ |gk(x)− g(x)| ≤

≤ ‖g − gk‖ ‖xn‖+ |gk(xn)− gk(x)|+ ‖gk − g‖ ‖x‖ ≤
≤ εM + |gk(xn)− gk(x)|+ ε ‖x‖

Спрямувавши n→∞, отримаємо

lim sup
n→∞

|g(xn)− g(x)| ≤ εM + lim
n→∞

|gk(xn)− gk(x)|+ ε ‖x‖

Так як gk ∈ spanS, то lim
n→∞

|gk(xn)− gk(x)| = 0. Тодi

lim sup
n→∞

|g(xn)− g(x)| ≤ εM + ε‖x‖

Так як ε > 0 довiльне, то lim supn→∞ |g(xn)− g(x)| = 0, що еквiвалентно lim
n→∞

|g(xn)−
g(x)| = 0, тобто lim

n→∞
g(xn) = g(x). так як g ∈ (`p)

∗ довiльне, то xn ⇀ x.�

Задача 270
1. H = L2([0, 1]), xn(t) =

√
n · χ[0,1/n](t) Послiдовнiсть xn поточково збiгається до

x ≡ 0, тому ця функцiя є "кандидатом"на слабку i сильну збiжнiсть.

‖xn‖2L2
=

∫ 1

0

|xn(t)|2dt =
∫ 1/n

0

ndt = n · 1
n
= 1

Отже, ‖x‖L2
= 0 6= 1 = lim

n→∞
‖xn‖L2

, тому xn 6→ x.
Дослiдимо на слабку збiжнiсть. Для цього потрiбно перевiрити двi умови:

1) ∃C > 0∀n ≥ 1 : ‖xn‖ ≤ C

2) ∀τ ∈ [0, 1] :

∫ τ

0

xn(t)dt→
∫ τ

a

x(t)dt, n→∞

Очевидно, перша умова виконується, бо ∀n ∈ N : ‖xn‖ = 1.
Перевiримо другу умову. ∀τ ∈ (0, 1]∃N ∈ N∀n ≥ N : 1

n
< τ, тому при n ≥ N :∫ τ

0

xn(t)dt =

∫ 1/n

0

√
ndt =

1√
n
→ 0 =

∫ τ

0

x(t)dt

Отже, xn ⇀ x.

2. H = L2([0, 1]), xn(t) = 2n(1− nt) · χ[0,1/n](t)

‖xn‖2L2
=

∫ 1

0

|xn(t)|2dt =
∫ 1/n

0

4n2(1− nt)2dt = 4n2

∫ 1/n

0

(1− 2nt+ n2t2)dt =

= 4n2(t− nt2 + n2

3
t3)

∣∣∣∣1/n
0

= 4n2(
1

n
− n

n2
+
n2

3
· 1
n3

) =
4n

3

Отже, ‖xn‖L2
= 2

√
n√
3
→∞, тому xn 6⇀ x =⇒ x 6→ x.
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Задача 271
Доведемо спочатку, що слабко вiдкрита множина є вiдкритою. Слабка топологiя є
найменшою топологiєю, що в нiй кожен елемент спряженого простору є неперерв-
ним. Так як кожен такий елемент є неперервним в топологiї, утворенiй нормою, то,
очевидно, пожна множина, що належить слабкiй топологiї, належить i топологiї нор-
ми, тому є вiдкртою. Звiдси, якщо A - слабко замкнена множина, то Ac - слабко
вiдкрита, а тому вiдкрита, тому A - замкнена.�

Задача 272
Нехай Y - лiнiйний пiдпростiр банаховогу простору X. Розглянемо Y 0 = {f ∈ X∗ :
f |Y = 0} ⊆ X∗. Доведемо, що

Y =
⋂
f∈Y 0

kerf

З одного боку, Y ⊆ kerf для кожного f ∈ Y 0, тодi Y ⊆
⋂
f∈Y 0

kerf .

З iншого боку, нехай x ∈ X \ Y. За наслiдком з теорми Хана-Банаха вiдомо, що iснує
f ∈ X∗ такий, що f(x) = 1 i f |Y = 0. Тодi x 6∈ kerf, звiдки робимо висновок, що⋂
f∈Y 0

kerf ⊆ Y.

Далi, зауважимо що для f ∈ X∗ kerf - слабко замкнена множина, як прообраз {0}
слабко неперервною функцiєю f. Отже, Y - слабко замкнена множина як перетин
слабко замкнених множин. �
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