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Àêòóàëüíi ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè

ß õî÷ó ïîõâàëèòü òî, ÷åãî íå èìåþ, à èìåííî çíàíèå òî÷íûõ íàóê, íàïðèìåð,

ìàòåìàòèêè. Ýòà, ïî ñëîâàì Àâãóñòèíà, Ïàñêàëÿ è ìíîãèõ äðóãèõ, ñàìàÿ àáñòðàêòíàÿ

èç ÷åëîâå÷åñêèõ íàóê îïåðèðóåò â îáëàñòè íå ôàíòàçèè, à ìûñëåííûõ ðåàëüíîñòåé è

÷ðåçâû÷àéíî äèñöèïëèíèðóåò óì. Èìåííî èç ñðåäû ìàòåìàòèêîâ íåðåäêî âûõîäÿò õî-

ðîøèå îðãàíèçàòîðû, ïðàêòèêè, âîëåâûå ëþäè, óìåþùèå íå ïðîñòî äóìàòü, íî è äî-

äóìûâàòü äî êîíöà. À. Òêà÷åâ

Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà ¹ îáëàñòþ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè, îñíîâíîþ ìåòîþ ÿêî¨

¹ äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü, ùî ìàþòü "ïðèêëàäíå" çíà÷åííÿ. Ó ìàòåìàòèöi çóñòði-

÷àþòüñÿ íàéðiçíîìàíiòíiøi ðiâíÿííÿ (àëãåáðà¨÷íi, äèôåðåíöiàëüíi, ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè,...). Ðîçäiëåííÿ ìàòåìàòèêè íà ÷èñòó (àêàäåìi÷íó) òà ïðèêëàäíó ¹ äî-

ñòàòíüî óìîâíèì. ßê ïðàâèëî, â ïðèêëàäíié ìàòåìàòèöi ðîçðîáëÿþòüñÿ ìåòîäè

äîñëiäæåííÿ i ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü àêòóàëüíèõ äëÿ ìåõàíiêè, ôiçèêè, õiìi¨, åêî-

íîìiêè, áiîëîãi¨, ñîöiîëîãi¨ ,..., à â ÷èñòié ìàòåìàòèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ "àáñòðàêòíi"

ðiâíÿííÿ. Âòiì, âiäîìi ÷èñëåííi ïðèêëàäè ðiâíÿíü, ùî âèíèêàëè i äîñëiäæóâàëèñü

ó ÷èñòié ìàòåìàòèöi òà íàäàëi ñòàâàëè àêòóàëüíèìè i, íàâiòü, ôóíäàìåíòàëüíèìè

äëÿ ìåõàíiêè, ôiçèêè, õiìi¨,....

Ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà ¹ îáëàñòþ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè, îñíîâíîþ ìåòîþ ÿêî¨

¹ äîñëiäæåííÿ êðàéîâèõ i ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè, ùî ìàþòü "ïðèêëàäíå" çíà÷åííÿ. Öi çàäà÷i âèíèêàþòü â ðiçíèõ ðîçäi-

ëàõ ìåõàíiêè, ôiçèêè, õiìi¨, åêîíîìiêè áiîëîãi¨, ñîöiîëîãi¨,..., õî÷à ñïèñîê êðàéîâèõ

i ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ äîñòàòíüî êîðîòêèì.

Ìíîæèíè

Êîæíà ñó÷àñíà íàóêà ìà¹ ñâî¨ ñòàëi ïðàâèëà, òðàäèöi¨ òà çàêîíè ðîçâèòêó.

Òàê, ó ìàòåìàòèöi ïðèéíÿòî âèâîäèòè ðiçíîìàíiòíi òâåðäæåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì

ëîãi÷íî êîðåêòíèõ (íåñóïåðå÷ëèâèõ) ðîçìiðêóâàíü. Òàêi òâåðäæåííÿ çàçâè÷àé

 ðóíòóþòüñÿ íà çàãàëüíîïðèéíÿòèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîíÿòòÿõ. Äëÿ áàãàòüîõ
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ñó÷àñíèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè òàêèìè ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîíÿòòÿìè ¹ ïîíÿò-

òÿ ìíîæèíè òà âiäîáðàæåííÿ. Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè ââîäèòüñÿ, íàïðèêëàä, òàêèì

÷èíîì:

Ìíîæèíà � öå ñóêóïíiñòü îá'¹êòiâ áóäü-ÿêî¨ ïðèðîäè, ÿêi íàçèâàþòüñÿ éîãî

åëåìåíòàìè.

Òóò äàíå ïîíÿòòÿ ñêîðiøå ïîÿñíþ¹òüñÿ, ÷èì ñòðîãî (ëîãi÷íî êîðåêòíî) âèçíà-

÷à¹òüñÿ, òà çâîäèòüñÿ ôàêòè÷íî äî çàìiíè ñëîâà "ìíîæèíà" éîãî ñèíîíiìîì ñó-

êóïíiñòü åëåìåíòiâ áóäü-ÿêî¨ ïðèðîäè. Ïðèéìàþ÷è öå ïîíÿòòÿ ÿê ñòðîãå âèçíà-

÷åííÿ ìîæíà ïðèéòè äî ñóïåðå÷íîñòi ïðè ñïðîái ðîçãëÿíóòè ìíîæèíó âñiõ ìíî-

æèí, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ ìíîæèíè.

Ïðîòå, ç îäíîãî áîêó, ìîæíà i íå ðîçãëÿäàòè òàêi åêçîòè÷íi îá'¹êòè ÿê ìíî-

æèíà ìíîæèí iç ìíîæèí. Ç iíøîãî áîêó, äîñòàòíüî äàâíî ïîáóäîâàíà íåñóïåðå÷-

ëèâà (ëîãi÷íî êîðåêòíà) òåîðiÿ ìíîæèí, ùî ¹ îáëàñòþ ìàòåìàòèêè â ÿêié ïî-

íÿòòÿ ìíîæèíè ñòðîãî âèçíà÷à¹òüñÿ íà îñíîâi âiäïîâiäíèõ àêñiîì, ùî âèêëþ÷à-

þòü ç ðîçãëÿäó âiäïîâiäíi åêçîòè÷íi îá'¹êòè. Äîñëiäæåííÿ çàãàëüíèõ âëàñòèâî-

ñòåé ìíîæèí i ïåðåâiðêà íåñóïåðå÷íîñòi öèõ àêñiîì â òåîði¨ ìíîæèí ¹ äîñòàòíüî

îá'¹ìíèìè. Òîìó, íàâðÿä ÷è ðàöiîíàëüíî ïðèâîäèòè âiäïîâiäíi àêñiîìè òà òâåð-

äæåííÿ â ÿêîñòi îá'¹ìíîãî ââåäåííÿ äî îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, ó ÿêèõ âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ìíîæèíè.

Òàêèì ÷èíîì, ó ââåäåííi äî òàêèõ îáëàñòåé çàçâè÷àé ïðèïóñêàþòü, ùî âèçíà-

÷åííÿ ìíîæèíè âiäîìå àáî îáìåæóþòüñÿ ïîÿñíåííÿì, ùî ìíîæèíà � öå ñóêóï-

íiñòü îá'¹êòiâ áóäü-ÿêî¨ ïðèðîäè.

Ìîæëèâî, ñëiä áóëî á âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ íåñóïåðå÷íîñòi i ëîãi÷íî êîðåêòíèõ

ðîçìiðêóâàíü. Öi ïîíÿòòÿ ñòðîãî âèçíà÷àþòüñÿ ó ìàòåìàòè÷íié ëîãiöi, ùî ¹

òàêîæ äîñòàòíüî îá'¹ìíîþ îáëàñòþ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè. Òàêèì ÷èíîì, òóò äî-

âîäèòèñÿ òàêîæ ïðèïóñêàòè, ùî öi ïîíÿòòÿ âiäîìi àáî ¹ iíòó¨òèâíî ÿñíèìè.
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Ìíîæèíè çðó÷íî ïîçíà÷àòè âåëèêèìè ëiòåðàìè A,B, ..., à åëåìåíòè âiäïîâiä-

íèõ ìíîæèí � ìàëèìè ëiòåðàìè a, b, .... Òâåðäæåííÿ, ùî "a ¹ åëåìåíò ìíîæè-

íè A" ñèìâîëi÷íî çàïèñóþòü òàêèì ÷èíîì

a ∈ A

òà êàæóòü, ùî åëåìåíò a íàëåæèòü ìíîæèíi A.

Çàïèñ a ∈/ A îçíà÷à¹, ùî a íå ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A.

ßêùî âñi åëåìåíòè ìíîæèíè A ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè B, òîäi A íàçèâà¹òüñÿ

ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè B òà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ

A ⊂ B.

Ìíîæèíè A òà B íàçèâàþòü ñïiâïàäàþ÷èìè i ïèøóòü

A = B,

ÿêùî A ⊂ B òà B ⊂ A. Çàïèñ A ̸= B îçíà÷à¹ ïðîñòî, ùî ìíîæèíè A òà B

íå ¹ ñïiâïàäàþ÷èìè.

Äîöiëüíî òàêîæ ââåñòè ïîíÿòòÿ ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè, ùî íå ìiñòèòü æîäíîãî

åëåìåíòó. Òàêó ìíîæèíó ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì ∅. Áóäü-ÿêà ìíîæèíà

ìiñòèòü ∅ ó ÿêîñòi ïiäìíîæèíè. Ïiäìíîæèíè äåÿêî¨ ìíîæèíè A, âiäìiííi âiä ∅

òà A, íàçèâàþòü âëàñíèìè ïiäìíîæèíàìè A.

Ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åíîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an ïîçíà-

÷à¹òüñÿ ÷åðåç

{ a1, a2, . . . , an }.

Iíîäi, çðó÷íî íå ðîáèòè âiäìiííîñòi ìiæ ìíîæèíîþ { a } òà åëåìåíòîì a.

Ïðèéíÿòî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè ôiãóðíi äóæêè äëÿ âèäiëåííÿ ìíîæèíè åëå-

ìåíòiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü äåÿêîìó òâåðäæåííþ. Òàêèì ÷èíîì,

{ a : ( òâåðäæåííÿ ïðî a ) }
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¹ ìíîæèíîþ âñiõ a, äëÿ ÿêèõ âèêîíàíî ñôîðìóëüîâàíå â äóæêàõ òâåðäæåííÿ.

Âiäïîâiäíî äî öi¹¨ äîìîâëåíîñòi, ìîæíà íàïèñàòè

A = { a : a ∈ A } = { b : b ∈ A }.

ßêùî äåÿêå òâåðäæåííÿ (*) ¹ áiëüø çàãàëüíèì ÷èì òâåðäæåííÿ (**), òîäi êà-

æóòü, ùî ç òâåðäæåííÿ (*) ñëiäó¹ òâåðäæåííÿ (**) òà âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ

(∗) ⇒ (∗∗).

Òâåðäæåííÿ (*) i (**) íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè (ðiâíîñèëüíèìè) i ïèøóòü

(∗) ⇔ (∗∗),

ÿêùî (∗) ⇒ (∗∗) òà (∗∗) ⇒ (∗).

Äëÿ çàâäàíèõ ìíîæèí A òà B êîðèñíî òàêîæ ðîçãëÿäàòè äåÿêi êîìáiíàöi¨

åëåìåíòiâ öèõ ìíîæèí. Íàïðèêëàä, ìíîæèíà

A ∪B = { a : a ∈ A àáî a ∈ B }

íàçèâà¹òüñÿ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí A òà B, à ìíîæèíà

A ∩B = { a : a ∈ A i a ∈ B }

íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòèíîì ìíîæèí A òà B.

Âïîðÿäêîâàíîþ ïàðîþ (a, b) ¹ ìíîæèíà {{a}, {a, b}}. Äâi âïîðÿäêîâàíi ïàðè

(a1, b1) òà (a2, b2) ¹ ðiâíèìè ⇔ a1 = a2 òà b1 = b2. Ìíîæèíà

A×B = { (a, b) : a ∈ A, b ∈ B }

íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì ìíîæèí A òà B. Ó âèïàäêó êîëè A = B âèêîðèñòîâó¹òü-

ñÿ òàêîæ ïîçíà÷åííÿ A× A = A2 äëÿ äðóãî¨ ñòóïåíi ìíîæèíè A.

Ñêií÷åíèé äîáóòîê ìíîæèí A1, A2, . . . , An âèçíà÷à¹òüñÿ çà iíäóêöi¹þ

A1 × A2 × . . .× An = (A1 × A2 × . . .× An−1)× An.

Âiäïîâiäíî, A3 = (A2)× A, . . . , An = (An−1)× A.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà âèçíà÷èòè îá'¹äíàííÿ
∪
αAα, ïåðåòèí

∩
αAα òà äîáóòîê∏

αAα áóäü-ÿêîãî (ñêií÷åííîãî àáî íåñêií÷åííîãî) ÷èñëà ìíîæèí.
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1. Âiäîáðàæåííÿ. Ìåòðè÷íi ïðîñòîðè

Â1.1. Ìíîæèíà � ñóêóïíiñòü åëåìåíòiâ áóäü-ÿêî¨ ïðèðîäè.

Â1.2. Âiäîáðàæåííÿ φ ç ìíîæèíè A ó ìíîæèíó B � ïðàâèëî çiñòàâëåííÿ

êîæíîìó åëåìåíòó ç A äåÿêîãî åëåìåíòó ç B. Ïîçíà÷åííÿ: φ : A→ B.

Â1.3. Íåõàé çàäàíi ìíîæèíè A, B i âiäîáðàæåííÿ φ : A → B. Ðiâíÿííÿì

íàçèâà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

φ(a) = b, (1.1)

äå a ∈ A i b ∈ B. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (1.1) îçíà÷à¹, ùî äëÿ çàäàíîãî b ∈ B

íåîáõiäíî çíàéòè a ∈ A òàêå, ùî φ(a) = b.

Îñíîâíà ïðîáëåìà ìàòåìàòèêè � ðîçâ'ÿçóâàòè ðiçíîìàíiòíi ðiâíÿííÿ.

Îáðàçîì âiäîáðàæåííÿ φ : A→ B ¹ ìíîæèíà

Imφ = {φ(a) : a ∈ A} ⊆ B.

Îáðàçîì åëåìåíòó a ∈ A ¹ åëåìåíò b = φ(a) ∈ B.

Ðiâíÿííÿ (1.1) ìîæå áóòè áåççìiñòîâíèì äëÿ b ∈ B \ Imφ, ÿêùî B ̸= Imφ.

Ïðîòå, çà âèçíà÷åííÿì ðiâíÿííÿ (1.1) çàâæäè ìà¹ ñåíñ è ðîçâ'ÿçîê äëÿ b ∈ Imφ.

Òàêèì ÷èíîì, iíîäi êîðèñíî "çìåíøèòè" B, ùîá ðiâíÿííÿ (1.1) ìàëî ðîçâ'ÿçîê.

Â1.4. Âiäîáðàæåííÿ φ : A→ B íàçèâà¹òüñÿ íàêëàäåííÿì, ÿêùî

Imφ = B.

Äëÿ òàêèõ φ ðiâíÿííÿ (1.1) çàâæäè ìà¹ ñåíñ è ðîçâ'ÿçîê. Ïðîòå, îïèñàííÿ

Imφ íå çàâæäè âiäîìî i ôàêòè÷íî åêâiâàëåíòíî ðîçâ'ÿçàííþ ðiâíÿííÿ (1.1). Íà-

ïðèêëàä, äëÿ b, c ∈ R i âiäîáðàæåííÿ φ(x) = x2 + bx : R → R âiäîìî, ùî

c ∈ Imφ ⇔ b2 + 4c ≥ 0.

Àëå îïèñàííÿ Imφ íå âiäîìî, íàïðèêëàä, äëÿ n ∈ N, n ≥ 5, a, . . . , e ∈ R i

âiäîáðàæåííÿ φ(x) = xn + axn−1 + . . .+ ex : R → R.
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Ç iíøîãî áîêó, äëÿ b, c ∈ R i âiäîáðàæåííÿ φ(x) = x2 + bx : C → C çàâæäè

ìà¹ìî, ùî c ∈ Imφ, òîáòî iíîäi êîðèñíî "çáiëüøèòè" A i B ùîá ðiâíÿííÿ (1.1)

"ìàëî" ðîçâ'ÿçîê. Òî÷íiøå, iíîäi çðó÷íî äîñëiäæóâàòè çàìiñòü (1.1) ðiâíÿííÿ

φ(a) = b ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì (1.1), (1.1)

äå φ : A → B òàêi, ùî A ⊂ A, B ⊆ B i φ(A) = φ(A), òîáòî φ(a) = φ(a) äëÿ

a ∈ A. Ñàìå òàê (ïðè ðîçøèðåííi ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó) âèíèêëà ìíîæèíà

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C (ÿê âòiì i áàãàòî iíøèõ ìíîæèí, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

ñó÷àñíié ìàòåìàòèöi, âèíèêëè ïðè ðîçøèðåííi ðiçíîìàíiòíèõ ðiâíÿíü).

Ç ïîÿâîþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âäàëîñÿ ïîâíiñòþ îïèñàòè Imφ äëÿ n ∈ N,

a, . . . , e ∈ C i âiäîáðàæåííÿ φ(x) = xn + axn−1 + . . . + ex : C → C. Ó äàíîìó

âèïàäêó Imφ = C âiäïîâiäíî äî îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè, îäíàê ðiâíÿííÿ (1.1)

ìîæå ìàòè äåêiëüêà ðîçâ'ÿçêèâ. Çàçâè÷àé êîðèñíî çíàòè ñêiëüêè iñíó¹ ðîçâ'ÿçêèâ,

àëå íàéêðàùèì âàðiàíòîì ìîæå áóòè ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.1).

Â1.5. Âiäîáðàæåííÿ φ : A→ B íàçèâà¹òüñÿ âêëàäåííÿì, ÿêùî

φ(a1) = φ(a2) ⇒ a1 = a2.

Äëÿ òàêèõ φ ðiâíÿííÿ (1.1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêùî öåé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹.

Òàêèì ÷èíîì, iíîäi êîðèñíî "çìåíøèòè" A ùîá ðîçâ'ÿçîê áóâ ¹äèíèì. Íàïðè-

êëàä, ÿêùî âiäîìî, ùî äëÿ êîæíîãî b ∈ B ðîçâ'ÿçêèâ çàâæäè äâà, òîäi ìîæå

áóòè êîðèñíèì "ïîäiëèòè" A íà äâi ÷àñòèíè i îòðèìàòè iäåàëüíèé âèïàäîê.

Â1.6. Âiäîáðàæåííÿ φ : A→ B íàçèâà¹òüñÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì, ÿêùî âîíî

¹ âêëàäåííÿì òà íàêëàäåííÿì.

Äëÿ òàêèõ φ ðiâíÿííÿ (1.1) çàâæäè ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê a ∈ A äëÿ êîæíîãî

b ∈ B, ùî âèðiøó¹ îñíîâíó ïðîáëåìó, i ìíîæèíè A òà B ïîáóäîâàíi â äåÿêîìó

ðîçóìiííi îäíàêîâî, îñêiëüêè âèçíà÷åíî âiäîáðàæåííÿ φ̃ : B → A, ùî çiñòàâëÿ¹

êîæíîìó b ∈ B ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê a ∈ A i òàêå, ùî φ(φ̃(b)) = b òà φ̃(φ(a)) = a.

Â1.7. Äâi ìíîæèíè A òà B íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ φ : A→ B. Ïîçíà÷åííÿ: A ∼= B.
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Îñíîâíèé ïðèíöèï ìàòåìàòèêè � îòîòîæíþâàòè åêâiâàëåíòíi ìíîæèíè.

Öåé ïðèíöèï ¹ ïðèðîäíèì: ÿêùî ìíîæèíè A,B,C, . . . ïîáóäîâàíi îäíàêîâî,

òîäi äîñèòü âèâ÷èòè, íàïðèêëàä, A i îäíî÷àñíî çðîçóìiòè áóäîâó åêâiâàëåíòíèõ

ìíîæèí. Öåé ïðèíöèï âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîñòiéíî. Íàïðèêëàä, åêâiâàëåíòíiñòü

{x1, . . . , xn} ∼= {1, . . . , n} ∼= {0, . . . , n− 1}

îçíà÷à¹ îäâi÷íå áàæàííÿ âñå ïåðåíóìåðîâóâàòè (ìàðøðóòè, æèòåëiâ, ñòóäåíòiâ,

þðèäè÷íèõ îñiá, òåëåôîíè, . . . ), ùî iíîäi äîñòàòíüî çðó÷íî. Ñàìå òàê âèíèêëà

ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ç ñêií÷åíèìè ïiäìíîæèíàìè ÿêî¨ ìîæíà îòî-

òîæíèòè áóäü-ÿêó ñêií÷åíó ìíîæèíó, ùî ïiäêðåñëþ¹ êîðèñíiñòü ìàòåìàòèêè ïðè-

íàéìíi â òèõ îáëàñòÿõ äiÿëüíîñòi, äå âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñêií÷åíi ìíîæèíè.

Â1.8. Îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi A íàçèâà¹òüñÿ âñÿêå âiäîáðàæåííÿ ç A×A â A.

Îáðàç ïàðè (a, b) íàçèâàþòü ñóìîþ àáî äîáóòêîì àáî çãîðòêîþ ... è ïèøóòü

âiäïîâiäíî a+ b àáî a · b àáî a ∗ b ... .

Îïåðàöiÿ a · b êîìóòàòèâíà, ÿêùî a · b = b · a ∀ a, b ∈ A.

Îïåðàöiÿ a · b àñîöiàòèâíà, ÿêùî (a · b) · c = a · (b · c) ∀ a, b, c ∈ A.

Â1.9. Îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ íà ÷èñëà α ∈ C (àáî α ∈ R) íà ìíîæèíi A

íàçèâà¹òüñÿ âñÿêå âiäîáðàæåííÿ ç C× A = {(α, a) : α ∈ C, a ∈ A} â A.

Îáðàç ïàðè (α, a) ïîçíà÷àþòü ÷åðåç α a àáî α · a .

Â1.10. Ìåòðèêîþ íà ìíîæèíi M íàçèâà¹òüñÿ âñÿêå âiäîáðàæåííÿ

µ :M ×M → R+ = {r ∈ R : r ≥ 0}

òàêå, ùî äëÿ ∀ a, b, c ∈M ìà¹ìî

1) µ(a, b) = 0 ⇔ a = b ;

2) µ(a, b) = µ(b, a); 3) µ(a, b) ≤ µ(a, c) + µ(c, b).

Ìíîæèíà M ç äåÿêîþ ìåòðèêîþ µ(·, ·) ¹ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì (M,µ).

Íàïðèêëàä, ({1, . . . , n}, µ) ¹ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì ç ìåòðèêîþ µ(a, b) = |a− b|.
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Â1.11. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (B, µ) íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì ìåòðè÷íîãî ïðî-

ñòîðó (M,µ), ÿêùî B ⊂M .

Íàïðèêëàä, ({1, . . . , n}, µ) ¹ ïiäïðîñòîðîì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (C, µ), äå

µ(a, b) = |a− b|.

Â1.12. Êóëåþ (çàìêíåíîþ êóëåþ) ðàäióñó r ç öåíòðîì â òî÷öi a ∈M ìåòðè÷-

íîãî ïðîñòîðó (M,µ) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

Br(a) = {b ∈M : µ(b, a) < r}
(
Br(a) = {b ∈M : µ(b, a) ≤ r}

)
.

Ïîñëiäîâíiñòþ {an}∞n=1 âM íàçèâà¹òüñÿ îáðàç êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ ç N âM.

Â1.13. Åëåìåíò a ∈M ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (M,µ) ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi

{an}∞n=1 ⊂M , ÿêùî µ(an, a) → 0 ïðè n→ ∞. Ïîçíà÷åííÿ: an → a.

Â1.14. Âiäîáðàæåííÿ φ : M → L ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ (M,µ) i (L, ϱ)

íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì ó òî÷öi a ∈M , ÿêùî

φ(an) → φ(a) äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi an → a .

Âiäîáðàæåííÿ φ : M → L ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ (M,µ) i (L, ϱ) íàçèâà¹òüñÿ

íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi a ∈M .

Íàïðèêëàä, äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (M,µ) i êîæíîãî c ∈ M âiäîáðàæåííÿ

φ = µ(·, c) :M → C ¹ íåïåðåðâíèì, òîáòî µ(an, c) → µ(a, c) äëÿ an → a ∈M .

Â1.15. Ïîñëiäîâíiñòü {an}∞n=1 ⊂ M ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (M,µ) íàçèâà¹òüñÿ

ôóíäàìåíòàëüíîþ, ÿêùî µ(an, am) → 0 ïðè n,m→ ∞.

Â1.16. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M,µ) íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî êîæíà ôóíäà-

ìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {an}∞n=1 ⊂M ìà¹ ãðàíèöþ a ∈M .

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (Q, µ) (äå µ(a, b) = |a− b|) íå ¹ ïîâíèì, îñêiëüêè

Q ∋ an =

(
1 +

1

n

)n
→ e ∈ R ̸= Q.

Ïîçíà÷èìî

C[0, 1] = C0[0, 1] = {f : f íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç [0, 1] â R},
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µ0(f, g) = max
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|.

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (C0[0, 1], µ0) ¹ ïîâíèì, îñêiëüêè ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ðiâ-

íîìiðíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Â1.17. Âiäîáðàæåííÿ φ : M → M ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (M,µ) íàçèâà¹òüñÿ

ñòèñêàþ÷èì, ÿêùî ∃ α ∈ (0, 1) :

µ(φ(a), φ(b)) ≤ αµ(a, b) ∀ a, b ∈M.

Òåîðåìà 1.18 (Ñ. Áàíàõ). Íåõàé âiäîáðàæåííÿ φ : M → M ìåòðè÷íîãî

ïðîñòîðó (M,µ) ¹ ñòèñêàþ÷èì òà (M,µ) ¹ ïîâíèì. Òîäi

∃ 1 a0 ∈M : φ(a0) = a0.

▹ Ôiêñó¹ìî äîâiëüíå a ∈M i ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

a1 = φ(a), a2 = φ(a1) = φ(φ(a)) = φ2(a),

a3 = φ(a2) = φ(φ(a1)) = φ3(a), . . . ,

an = φ(an−1) = φn(a), . . . .

Òîäi

µ(a1, a2) = µ(φ(a), φ(a1)) ≤ αµ(a, a1) = αµ(a, φ(a)),

µ(a2, a3) = µ(φ(a1), φ(a2)) ≤ α2 µ(a, φ(a)), . . .

µ(an, an+1) ≤ αn µ(a, φ(a)), . . . .

Äëÿ öiëîãî p > 1 ìà¹ìî

µ(an, an+p) ≤ µ(an, an+1) + µ(an+1, an+2) + . . .+ µ(an+p−1, an+p) ≤

≤ (αn + αn+1 + . . .+ αn+p−1)µ(a, φ(a)) =
αn − αn+p

1− α
µ(a, φ(a)).

Òàêèì ÷èíîì

µ(an, an+p) <
αn

1− α
µ(a, φ(a)) → 0 ïðè n→ ∞ (1.1)

i ïîñëiäîâíiñòü {an}∞n=1 ⊂M ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, îñêiëüêè 0 < α < 1.
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Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M,µ) ¹ ïîâíèì, îòæå

∃ a0 ∈M : an → a0.

Êðiì òîãî

µ(φ(a0), an) = µ(φ(a0), φ(an−1)) ≤ αµ(a0, an−1) → 0 ïðè n→ ∞,

òîáòî an → φ(a0) òà

∃ a0 ∈M : a0 = φ(a0)

÷åðåç ¹äèíiñòü ãðàíèöi. Ïðèïóñòèìî, ùî ∃ a0, b0 ∈ M : a0 = φ(a0) i b0 = φ(b0).

Òîäi

µ(a0, b0) = µ(φ(a0), φ(b0)) ≤ αµ(a0, b0) ⇔ µ(a0, b0)(1− α) ≤ 0.

Òàêèì ÷èíîì, µ(a0, b0) = 0 i a0 = b0 . ◃

Ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ µ(c, ·) i íåðiâíîñòi (1.1) âèõîäèòü, ùî

µ(an, a0) <
αn

1− α
µ(a, φ(a)).

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî îöiíêó âiäñòàíi ìiæ an i a0 ÷åðåç âiäñòàíü ìiæ a i φ(a), ÿêà

äà¹ ìîæëèâiñòü âèðiøèòè ðiâíÿííÿ a0 = φ(a0) ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ ε > 0.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

y′t = F (t, y) , y|t=t0 = y0, (1.2)

äå t ∈ (t0, T ), t0 < T òà y0 ∈ Rn.

Òåîðåìà 1.19 (∃ 1 äëÿ çàäà÷i Êîøi). Ïðèïóñòèìî, ùî F ∈ C0([t0, T ]×Rn)n i

|F (t, y1)− F (t, y2)| ≤ C|y1 − y2| äëÿ t ∈ (t0, T ) i y1, y2 ∈ Rn

(óìîâà Ëiïøèöÿ ç êîíñòàíòîþ C). Òîäi

∃ 1 y ∈ C1[t0, T ]
n : y′t = F (t, y) , y|t=t0 = y0,

äå C1[t0, T ]
n = {f ∈ C0[t0, T ]

n : f ′t ∈ C0[t0, T ]
n }.
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▹ Çàäà÷à (1.2) åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié çàäà÷i äëÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

çíàéòè y ∈ C0[t0, T ]
n : y(t) = y0 +

t∫
t0

F (t, y(t)) dt . (1.3)

Äiéñíî, ÿêùî y ∈ C1[t0, T ]
n ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1.2), òî ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ îò-

ðèìó¹ìî (1.3). Âiäïîâiäíî, ÿêùî y ∈ C0[t0, T ]
n ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1.3), òî ïiñëÿ

äèôåðåíöiþâàííÿ îòðèìó¹ìî (1.2), îñêiëüêè F (t, y(t)) ∈ C0[t0, T ]
n ÿê ñóïåðïîçè-

öiÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié y ∈ C0[t0, T ]
n i F ∈ C0([t0, T ]×Rn)n.

Ôiêñó¹ìî t1 ∈ (t0, T ] òàêå, ùî C(t1 − t0) < 1 i ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

φ : C0[t0, t1]
n → C0[t0, t1]

n, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

φ(y) = y0 +
t∫

t0

F (t, y(t)) dt .

Ïåðåâiðèìî, ùî φ ¹ ñòèñêàþ÷èì äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (C0[t0, t1]
n, µ0). Ìà¹ìî

µ0(φ(a), φ(b)) = max
t0≤t≤t1

|φ(a)(t)− φ(b)(t)| = max
t0≤t≤t1

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

[F (t, a(t))− F (t, b(t))] dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ max
t0≤t≤t1

t∫
t0

|F (t, a(t))− F (t, b(t))| dt ≤ max
t0≤t≤t1

C
t∫

t0

| a(t)− b(t)| dt ≤

≤ C(t1 − t0) max
t0≤t≤t1

| a(t)− b(t)| = C(t1 − t0)µ0(a, b)

äëÿ a, b ∈ C0[t0, t1]
n. Òàêèì ÷èíîì, φ ¹ ñòèñêàþ÷èì äëÿ (C0[t0, t1]

n, µ0).

Ïðè t1 < T , ðîçiá'¹ìî âiäðiçîê [t0, T ] íà âiäðiçêè [t0, t1], . . . , [tk−1, tk] òàê,

ùîá C(tj − tj−1) < 1 äëÿ j = 1, . . . , k i ïîâòîðèìî ïîïåðåäí¹ äîâåäåííÿ äëÿ öèõ

âiäðiçêiâ [t0, t1], . . . , [tk−1, tk] . Òîäi äîâåäåìî, ùî

∃ 1 y ∈ C0[t0, T ]
n : y(t) = y0 +

t∫
t0

F (t, y(t)) dt . ◃

Ó öié òåîðåìi ñóòò¹âî, ùî ðîçâ'ÿçîê y(t) ¹ âèçíà÷åíèì i ñêií÷åíèì äëÿ êîæ-

íîãî t ∈ [t0, T ], öÿ âëàñòèâiñòü ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ, ÿêùî óìîâà Ëiïøèöÿ

ïîðóøåíà, íàïðèêëàä, äëÿ äîäàòíèõ y0, F ∈ R i n = 1 çàäà÷à Êîøi

y′t = Fy2 , y|t=0 = y0, (1.4)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê y(t) = y0
1− t F y0

, ÿêié íå ¹ âèçíà÷åíèì äëÿ t = 1
F y0

.
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Öåé ïðèêëàä ïîÿñíþ¹ ñóòò¹âó âiäìiííiñòü ìiæ C0[0, Fy0] i C
0[0, Fy0). Ïðîòå,

iíîäi ¹ êîðèñíîþ íàñòóïíà òåîðåìà ïðî ëîêàëüíó ðîçâ'ÿçóâàíiñòü çàäà÷i Êîøi.

Òåîðåìà 1.20 (ëîêàëüíå ∃ 1 äëÿ çàäà÷i Êîøi). Íåõàé F ∈ C0([t0, T ]×Cn)n i

|F (t, y1)− F (t, y2)| ≤ L(y1, y2) |y1 − y2| äëÿ t ∈ (t0, T ) i y1, y2 ∈ Cn,

äå L(y1, y2) ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ (ëîêàëüíà óìîâà

Ëiïøèöÿ), òîáòî äëÿ êîæíîãî c > 0

L′ = sup
|y1|<2c,|y2|<2c

L(y1, y2) <∞. (1.5)

Òîäi iñíó¹ T0 > t0 òàêå, ùî T ≥ T0 i

∃ 1 y ∈ C1[t0, T0]
n : y′t = F (t, y) , y|t=t0 = y0.

▹ Ôiêñó¹ìî c > |y0|, ïîçíà÷èìî M = max
[t0,T ]

|F (t, y0)| òà îáåðåìî T0 > t0 òàê ùîá

M(T0 − t0) ≤ c i α = L′(T0 − t0) < 1. (1.6)

Ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè Áàíàõà, âèçíà÷èìî

a = y0, a1 = φ(a), . . . , an = φn(a)

äëÿ

φ(y) = y0 +
t∫

t0

F (t, y(t)) dt .

Òîäi

µ0(a, φ(a)) = max
[t0,T0]

|a− φ(a)| = max
[t0,T0]

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

F (t, y0) dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M(T0 − t0) ≤ c,

çîêðåìà max[t0,T0] |a1| ≤ max[t0,T0] |a1−a|+max[t0,T0] |a| < 2c. Ïðèïóñòèìî ïî iíäóê-

öi¨ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé max[t0,T0] |a2| < 2c,. . . max[t0,T0] |an| < 2c i ïåðåâiðèìî,

ùî òàêîæ max[t0,T0] |an+1| < 2c. Ìà¹ìî

max
[t0,T0]

|an+1 − an| ≤ max
t0≤t≤T0

t∫
t0

|F (t, an(t))− F (t, an−1(t))| dt ≤
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≤ α max
[t0,T0]

|an − an−1| ≤ . . . ≤ αn max
[t0,T0]

|a− φ(a)| ≤ αnc,

âiäïîâiäíî äî (1.5),(1.6), äå α = L′(T0 − t0) < 1. Òàêèì ÷èíîì

max
[t0,T0]

|an+1| ≤ max
[t0,T0]

|an+1 − an|+ max
[t0,T0]

|an − an−1|+ . . .+ max
[t0,T0]

|a1 − a|+ max
[t0,T0]

|a| ≤

≤ (αn + αn−1 + . . .+ 1) c+ max
[t0,T0]

|a| < c

1− α
+ c < 2c

i ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi an → y îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi òàêèé, ùî

max
[t0,T0]

|y| ≤ 2c. ◃

ßêùî T0 < T , òîäi ìîæëèâî ïîâòîðèòè ïîïåðåäíþ êîíñòðóêöiþ ç ïî÷àòêîâîãî

ìîìåíòó ÷àñó t1 = T0, ôiêñóþ÷è c1 > 2c ≥ |y(t1)| i îá÷èñëþþ÷è L′ = L′(c1), ÿêå

çàëåæèòü âiä c1, i îòðèìàòè T1 > T0 òàêå, ùî

max
[t0,T1]

|y| ≤ 2c1.

Ïîâòîðþþ÷è öåé ïðîöåñ, çíàéäåìî Tm > . . . > T1 > T0 i ðîçâ'ÿçîê y = y(t)

çàäà÷i Êîøi òàêi, ùî max
[t0,Tm]

|y| ≤ 2cm äëÿ äåÿêî¨ êîíñòàíòè cm. Ïî ñóòi ìîæëèâi

äâà âàðiàíòè àáî |y(Tm)| → ∞ (ÿê â ïðèêëàäi (1.4)) àáî ðîçâ'ÿçîê y = y(t) çàäà÷i

Êîøi áóäå ïðîäîâæåíèé íà âiäðiçîê [t0, T ] i çíàéäåòüñÿ êîíñòàíòà C òàêà, ùî

max
[t0,T ]

|y| ≤ C.

Áiëüø òîãî, ÿêùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü âiäîìà ç äåÿêèõ äîäàòêîâèõ îöiíîê, òîäi

ðîçâ'ÿçîê y = y(t) çàäà÷i Êîøi çàâæäè ìîæå áóòè ïðîäîâæåíèé íà âiäðiçîê

[t0, T ], îñêiëüêè âàðiàíò |y(Tm)| → ∞ ¹ íåìîæëèâèì.

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: ïåðåâiðèòè, ùî óìîâè òåîðåìè 1.20

âèêîíàíi äëÿ ïðèêëàäó (1.4).)
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2. Ïîâíi ïðîñòîðè. Ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðiâ.

Â2.1. Ïîñëiäîâíiñòü {an}∞n=1 ⊂ M ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (M,µ) íàçèâà¹òüñÿ

ôóíäàìåíòàëüíîþ, ÿêùî µ(an, am) → 0 ïðè n,m→ ∞.

Â2.2.Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M,µ) íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî êîæíà ôóíäàìåí-

òàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {an}∞n=1 ⊂M ìà¹ ãðàíèöþ a ∈M .

Ìíîæèíà B ⊂ M ¹ ùiëüíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (M,µ), ÿêùî äëÿ êîæ-

íîãî a ∈M i ε > 0

∃ bε ∈ B : µ(a, bε) ≤ ε .

Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M,µ) íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî iñíó¹ ç÷èñëåííà

ìíîæèíà B ⊂M , ÿêà ùiëüíà â (M,µ).

Íàïðèêëàä, ìíîæèíà ïîëiíîìiâ

M [0, 1] = {m ∈ C0[0, 1] : m ¹ ïîëiíîìîì íà [0, 1]}

¹ ùiëüíîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (C0[0, 1], µ0) (òåîðåìà Âåéøðàññà). Êðiì òîãî,

(C0[0, 1], µ0) ¹ ñåïàðàáåëüíèì.

Â2.3. Âiäîáðàæåííÿ φ : M → L ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ (M,µ) i (L, ϱ) íàçè-

âà¹òüñÿ içîìåòði¹þ, ÿêùî φ :M → L ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì òà

ϱ(φ(a), φ(b)) = µ(a, b) ∀ a, b ∈M .

Içîìåòðè÷íi ïðîñòîðè îòîòîæíþþòüñÿ â òåîði¨ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Â2.4. Ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M,µ) íàçèâà¹òüñÿ ïîïîâíåííÿì ìåòðè÷-

íîãî ïðîñòîðó (M,µ) , ÿêùî ìíîæèíà M ¹ ùiëüíîþ â (M,µ).

Òåîðåìà 2.5 (ïðî ïîïîâíåííÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ). Êîæåí ìåòðè÷íèé ïðî-

ñòið (M,µ) ìà¹ ¹äèíå ïîïîâíåííÿ (M,µ).

▹Íåõàé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M,µ) íå ¹ ïîâíèì. Ôóíäàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi

{an}, {bn} ⊂M íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

lim
n→∞µ(an, bn) = 0 .
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Ïîçíà÷åííÿ: {an} ∼ {bn}. Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà âèòiêà¹, ùî ÿêùî {an} ∼ {bn}

i {bn} ∼ {cn}, òî {an} ∼ {cn}.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà âñiõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé â (M,µ) ðîç-

ïàäà¹òüñÿ íà íåïåðåñi÷íi êëàñè åêâiâàëåíòíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ìíîæèíó òàêèõ êëàñiâ (åêâiâàëåíòíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé). ßêùî ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {an} íàëåæèòü êëàñó ā ∈M ,

òîäi ïèøóòü {an} ∈ ā . Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ìà¹ìî

µ(an, bn) ≤ µ(an, am) + µ(am, bm) + µ(bm, bn) ∀n,m ∈ N

i òîìó

|µ(an, bn)− µ(am, bm) | ≤ µ(an, am) + µ(bm, bn) .

Îòæå, äëÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé {an}, {bn} ⊂M ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë

αn = µ(an, bn) ⊂ R+ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ i ìà¹ ãðàíèöþ α ∈ R+.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ā, b̄ ∈ M òàêèõ, ùî {an} ∈ ā, {bn} ∈ b̄ âèçíà÷åíî âiäîáðà-

æåííÿ

µ̄(ā, b̄) = lim
n→∞µ(an, bn) : M ×M → R+ .

Ïåðåâiðèìî, ùî öå âèçíà÷åííÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó {an} ∈ ā i {bn} ∈ b̄.

Íåõàé {an}, {a′n} ∈ ā i {bn}, {b′n} ∈ b̄ (òîáòî {an} ∼ {a′n} i {bn} ∼ {b′n}). Òîäi

µ(a′n, b
′
n) ≤ µ(a′n, an) + µ(an, bn) + µ(bn, b

′
n),

µ(an, bn) ≤ µ(an, a
′
n) + µ(a′n, b

′
n) + µ(b′n, bn)

i

|µ(an, bn)− µ(a′n, b
′
n) | ≤ µ(an, a

′
n) + µ(b′n, bn) .

Îòæå

µ̄(ā, b̄) = lim
n→∞µ(an, bn) = lim

n→∞µ(a
′
n, b

′
n)

(îñêiëüêè {an} ∼ {a′n} i {bn} ∼ {b′n} ⇒ limµ(an, a
′
n) = 0 i limµ(bn, b

′
n) = 0 ) i

öå âèçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ µ̄ : M ×M → R+ ¹ êîðåêòíèì (íå çàëåæèòü âiä

âèáîðó {an} ∈ ā i {bn} ∈ b̄).
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Äàëi, ìà¹ìî

µ̄(ā, b̄) = lim
n→∞µ(an, bn) = 0 ⇒ {an} ∼ {bn} ⇔ ā = b̄ ,

µ̄(ā, b̄) = lim
n→∞µ(an, bn) = lim

n→∞µ(bn, an) = µ̄(b̄, ā) .

Êðiì òîãî, ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà

µ(an, bn) ≤ µ(an, cn) + µ(cn, bn)

âèõîäèòü (ïiñëÿ ïåðåõîäó äî limn→∞), ùî

µ̄(ā, b̄) ≤ µ̄(ā, c̄) + µ̄(c̄, b̄) .

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ µ̄ ¹ ìåòðèêîþ íà ìíîæèíi M i (M, µ̄) ¹ ìåòðè÷-

íèì ïðîñòîðîì.

Êîæíîìó a ∈ M çiñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü {an}∞n=1 = {a}∞n=1 .

Òàêi ïîñëiäîâíîñòi íàçèâàþòüñÿ ñòàöiîíàðíèìè i ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè. Îòæå

âèçíà÷åíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ φ ç M â M ′⊂M, äåM ′ ¹ ìíîæèíîþ

êëàñiâ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî ìiñòÿòü ñòàöiîíàðíi ïîñëiäîâíîñòi.

Äëÿ a, b ∈M ìà¹ìî ā = φ(a), b̄ = φ(b) íàëåæàòü M ′ i

µ̄(φ(a), φ(b)) = µ̄(ā, b̄) = lim
n→∞µ(a, b) = µ(a, b) ,

äå {a}∞n=1 ∈ ā i {b}∞n=1 ∈ b̄. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ φ ¹ içîìåòði¹þ i ìåò-

ðè÷íi ïðîñòîðè (M,µ) i (M ′, µ̄) ìîæíà îòîòîæíèòè.

Ïåðåâiðèìî, ùî M ′ ùiëüíî â (M, µ̄) . Íåõàé ā ∈M i {an} ∈ ā. Äëÿ êîæíîãî

k ∈ N ïîçíà÷èìî āk = φ(ak) ∈M ′. Çà âèçíà÷åííÿì

µ̄(ā, āk) = lim
n→∞µ(an, ak) .

Ïîñëiäîâíiñòü {an} ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, òîáòî

∀ ε > 0 ∃Nε : µ(an, ak) <
ε

2
∀n, k ≥ Nε .

Îòæå

µ̄(ā, āk) = lim
n→∞µ(an, ak) ≤

ε

2
< ε ∀ k ≥ Nε,

òîáòî ∀ ā ∈M i ∀ ε > 0 ∃ b̄ε ∈M ′ : µ̄(ā, b̄ε) < ε (M ′ ùiëüíî â (M, µ̄) ).
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Ïåðåâiðèìî, ùî (M, µ̄) ¹ ïîâíèì. Íåõàé {ān} ⊂ M ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ïî-

ñëiäîâíiñòþ. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ìîæíà çíàéòè b̄n = φ(bn) ∈M ′ òàêå, ùî

µ̄(ān, b̄n) <
1

n
,

äå b̄n = φ(bn) ¹ ñòàöiîíàðíîþ ïîñëiäîâíiñòþ âiäïîâiäíîþ bn ∈M äëÿ n ∈ N.

Ïîñëiäîâíiñòü {b̄n} ⊂M ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ. Äiéñíî, äëÿ ε > 0 ìà¹ìî

µ̄(b̄n, b̄m) ≤ µ̄(b̄n, ān) + µ̄(ān, ām) + µ̄(ām, b̄m) <
1

n
+ µ̄(ān, ām) +

1

m
≤ ε

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n i m , îñêiëüêè {ān} ⊂M ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.

Ïîñëiäîâíiñòü b̄n = φ(bn) ∈M ′ ¹ ñòàöiîíàðíîþ i òîìó

µ̄(b̄n, b̄m) = µ(bn, bm) .

Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü {bn} ⊂ M ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ i iñíó¹ åëåìåíò b̄ ∈

M òàêèé ùî {bn} ∈ b̄. Òîäi, äëÿ ε > 0 ìà¹ìî

µ̄(b̄, ān) ≤ µ̄(b̄, b̄n) + µ̄(b̄n, ān) < lim
k→∞

µ(bk, bn) +
1

n
≤ µ(bk, bn) +

ε

2
+

1

n
≤ ε

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ k i n , îñêiëüêè {bn} ⊂M ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ.

Îòæå, ìåòðè÷íå ïðîñòið (M, µ̄) ¹ ïîâíèì.

Ïåðåâiðèìî, ùî ïîïîâíåííÿ (M,µ) äëÿ (M,µ) ¹ ¹äèíèì (òî÷íiøå, ùî ïîïîâ-

íåííÿ (M, µ̄) äëÿ (M ′, µ̄) ¹ ¹äèíèì, ïðîòå (M ′, µ̄) i (M,µ) îòîòîæíþþòüñÿ).

Íåõàé (M̃, µ) ¹ iíøèì ïîâíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì òàêèì, ùî M ùiëüíî â

(M̃, µ) . Òîäi äëÿ ã ∈ M̃ iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {an} ⊂M ⊂ M̃ òàêà, ùî

µ(ã, an) → 0 ïðè n→ ∞ ( òîáòî an → ã ).

Ïîñëiäîâíiñòü {an} ⊂M ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ i âèçíà÷à¹ ¹äèíèé åëåìåíò ā ∈M .

Òàêèì ÷èíîì, êîæíîìó ã ∈ M̃ âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé åëåìåíò ā ∈M .

Íåõàé b̄ ∈M . Òîäi âèçíà÷åíà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {bn} ⊂M òàêà,

ùî {bn} ∈ b̄. Ïðîñòið (M̃, µ) ¹ ïîâíèì. Òîìó iñíó¹ b̃ ∈ M̃ òàêå, ùî

µ(b̃, bn) → 0 ïðè n→ ∞ ( òîáòî bn → b̃ ).
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Òàêèì ÷èíîì, êîæíîìó b̄ ∈M âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé åëåìåíò b̃ ∈ M̃ i

µ̄(ā, b̄) = lim
n→∞µ(an, bn) = µ(ã, b̃).

Îòæå âiäîáðàæåííÿ ā 7→ ã ç M â M̃ ¹ içîìåòði¹þ.

ßêùî ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M,µ) ¹ ïîâíèì, òîäi (M,µ) = (M,µ) ¹ ¹äèíèì

ïîïîâíåííÿì äëÿ (M,µ) . ◃

Â2.6. Ìåòðè÷íèé ïðîñòið (M,µ) íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì, ÿêùî

∀ {an} ⊂M ∃ {ank
} ⊂ {an} : ank

→ a ∈M ïðè nk → ∞ .

Íàïðèêëàä, çàìêíóòà îáìåæåíà ìíîæèíà M ⊂ Rn ¹ êîìïàêòíèì ìåòðè÷íèì

ïðîñòîðîì (M,µ0) , äå µ0 = | a− b | äëÿ a, b ∈M .

Â2.7. Ìíîæèíà L íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä C (àáî R), ÿêùî

(I) íà L âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ L× L ∋ (a, b) 7→ a+ b ∈ L òàêà, ùî

1) a+ b = b+ a ∀ a, b ∈ L ;

2) a+ (b+ c) = (a+ b) + c ∀ a, b, c ∈ L ;

3) ∃ 1 θ ∈ L : a+ θ = a ∀ a ∈ L ;

4) ∀ a ∈ L ∃ 1 (−a) ∈ L : a+ (−a) = θ ;

(II) íà L âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà ÷èñëà α ∈ C (àáî α ∈ R) òàêà, ùî

5) α (β a) = (αβ) a ∀α, β ∈ C ∀ a ∈ L ;

6) α (a+ b) = α a+ α b ∀α ∈ C ∀ a, b ∈ L ;

7) (α + β) a = α a+ β a ∀α, β ∈ C ∀ a ∈ L ;

8) 1 a = a ∀ a ∈ L .

Â2.8. Íîðìîþ íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàçèâà¹òüñÿ âñÿêå âiäîáðàæåííÿ

η : L→ R+ = {r ∈ R : r ≥ 0}

òàêå, ùî äëÿ ∀α ∈ C òà ∀ a, b ∈ L ìà¹ìî

1) η(a) = 0 ⇔ a = θ ;

2) η(α a) = |α| η(a) ;

3) η(a+ b) ≤ η(a) + η(b).
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Ëiíiéíèé ïðîñòið L ç äåÿêîþ íîðìîþ η(·) íàçèâà¹òüñÿ íîðìîâàíèì ïðîñòî-

ðîì (L, η). Çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü η(a) = ∥a∥L àáî η(a) = ∥a∥.

Êîæåí íîðìîâàíèé ïðîñòið (L, ∥ · ∥L) ¹ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì (L, µ) ç

ìåòðèêîþ

µ(a, b) = ∥a− b∥L ∀ a, b ∈ L .

Òàêèì ÷èíîì, âèçíà÷åíà ïîâíîòà íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (L, ∥ · ∥L).

Â2.9. Ïîâíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ áàíàõîâiì ïðîñòîðîì.

Ìíîæèíà A ⊂ L ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ìíîãîâèäîì, ÿêùî

a1, . . . , am ∈ A ⇒ α1a1 + . . .+ αmam ∈ A ∀ α1, . . . , αm ∈ C .

Â2.10. Ìíîæèíà A ⊂ L íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (L, ∥ · ∥L) íàçèâà¹òüñÿ îáìå-

æåíîþ, ÿêùî

∃M ∈ R+ : ∥ a ∥L ≤M ∀ a ∈ A .

Â2.11. Âiäîáðàæåííÿ φ : L → H ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ L i H íàä C íàçè-

âà¹òüñÿ (ëiíiéíèì) îïåðàòîðîì, ÿêùî

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b) , φ(α a) = αφ(a) , ∀α ∈ C , ∀ a, b ∈ L .

Â2.12. Îïåðàòîð φ : L → H íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ (L, ∥ · ∥L) i (H, ∥ · ∥H)

íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì, ÿêùî

∃M ∈ R+ : ∥φ(a)∥H ≤M∥a∥L ∀ a ∈ L .

Íàéìåíøà ç êîíñòàíò M ∈ R+ ( : ∥φ(a)∥H ≤ M∥a∥L ) íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ

îïåðàòîðà φ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ∥φ ∥B.

Òåîðåìà 2.13. Îïåðàòîð φ : L → H íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ (L, ∥ · ∥L) i

(H, ∥ · ∥H) ¹ îáìåæåíèì ⇔ îïåðàòîð φ : L→ H ¹ íåïåðåðâíèì. ▹ ◃

Ìíîæèíà âñiõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ φ : L → H äëÿ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ

(L, ∥ · ∥L) i (H, ∥ · ∥H) ïîçíà÷à¹òüñÿ B(L,H).
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Òåîðåìà 2.14.Ìíîæèíà B(L,H) ç ïðèðîäíèìè îïåðàöiÿìè ¹ ëiíiéíèì ïðî-

ñòîðîì. (B(L,H), ∥ · ∥B) ¹ íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì i

∥φ ∥B = sup
∥a∥L≤1

∥φ(a)∥H = sup
a̸=θ

∥φ(a)∥H
∥a∥L

∀φ ∈ B(L,H) .

(B(L,H), ∥ · ∥B) ¹ áàíàõîâiì, ÿêùî (H, ∥ · ∥H) ¹ áàíàõîâiì. ▹ ◃

Çîêðåìà, íîðìîâàíèé ïðîñòið (B(L,C), ∥ · ∥B) ¹ áàíàõîâiì, öåé ïðîñòið íàçè-

âà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì (àáî äóàëüíèì) äî (L, ∥·∥L) i ïîçíà÷à¹òüñÿ L∗ (= (B(L,C)).

Åëåìåíòè φ ∈ L∗ íàçèâàþòüñÿ ôóíêöiîíàëàìè.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äðóãèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið L∗∗ = (L∗)∗ äëÿ (L, ∥·∥L)

i

L ⊂ L∗∗.

Â2.15. Íîðìîâàíèé ïðîñòið (L, ∥ · ∥L) íàçèâà¹òüñÿ ðåôëåêñèâíèì, ÿêùî

L = L∗∗.

Â2.16. Ëiíiéíèé ïðîñòið L íàä C íàçèâà¹òüñÿ n-âèìiðíèì, ÿêùî iñíóþòü

ëiíiéíî íåçàëåæíi e1, . . . , en ∈ L òàêi, ùî ∀ a ∈ L, a ̸= θ åëåìåíòè a, e1, . . . , en ∈

L ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè (òîáòî ∃ α, α1, . . . , αn ∈ C : α a+ α1 e1+ . . .+ αn en = θ).

Â öüîìó âèïàäêó åëåìåíòè e1, . . . , en ∈ L íàçèâàþòüñÿ áàçèñîì L i

L = Lin {e1, . . . , en } ≡ {α1 e1 + . . .+ αnen : αi ∈ C, i = 1, . . . , n} .

Äâi íîðìè ∥·∥1 i ∥·∥2 íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè,

ÿêùî ∃ α, β ∈ R+ :

α ∥a∥1 ≤ ∥a∥2 ≤ β ∥a∥1 ∀ a ∈ L .

Íåõàé íîðìè ∥ · ∥1 òà ∥ · ∥2 íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Òîäi

ïîñëiäîâíiñòü {an} ⊂ L çáiãà¹òüñÿ (ôóíäàìåíòàëüíà) â (L, ∥ · ∥1)

⇔ ïîñëiäîâíiñòü {an} çáiãà¹òüñÿ (ôóíäàìåíòàëüíà) â (L, ∥ · ∥2) .
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Â öüîìó âèïàäêó íîðìîâàíi ïðîñòîðè (L, ∥ · ∥1) i (L, ∥ · ∥2) òàêîæ íàçèâàþòüñÿ

åêâiâàëåíòíèìè.

Êðiì òîãî, íîðìîâàíi ïðîñòîðè (L, ∥ · ∥L) i (H, ∥ · ∥H) íàçèâàþòüñÿ åêâiâà-

ëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ëiíiéíà içîìåòðiÿ φ : L→ H, òîáòî

∥a∥L = ∥φ(a)∥H ∀ a ∈ L .

Åêâiâàëåíòíi ïðîñòîðè îòîòîæíþþòüñÿ â òåîði¨ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 2.17. Êîæíi äâi íîðìè ∥ · ∥1 i ∥ · ∥2 íà Cn (âiäïîâiäíî íà Rn) ¹

åêâiâàëåíòíèìè. ▹ ◃

Òåîðåìà 2.18. Êîæåí íîðìîâàíèé n-âèìiðíèé ïðîñòið (L, ∥ · ∥L) íàä C

(âiäïîâiäíî íàä R ) ¹ åêâiâàëåíòíèì Cn (âiäïîâiäíî Rn). ▹ ◃

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C0({1, . . . , n},C) ìíîæèíó ôóíêöié (âiäîáðàæåíü) ç ìíî-

æèíè {1, . . . , n} â C .

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: ïåðåâiðèòè, ùî òàêi ôóíêöi¨ ¹ íåïåðå-

ðâíèìè.)

Iñíó¹ ïðèðîäíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ

φ : C0({1, . . . , n},C) → Cn .

Äiéñíî, f : {1, . . . , n} → C çiñòàâëÿ¹ êîæíîìó i ∈ {1, . . . , n} äåÿêå ÷èñëî ai

ÿêå âèçíà÷à¹ åëåìåíò ai äëÿ (a1, . . . , an) ∈ C.

Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòið C0[0, 1] ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèì, îñêiëüêè ìíîæèíà [0, 1]

¹ íåñêií÷åííîþ. Öå ìîæíà ïåðåâiðèòè i òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìîíîìè

1, x, x2, . . . , xk ∈ C0[0, 1] ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè i óòâîðþþòü ç÷èñëåííèé áàçèñ â

M [0, 1] = {m ∈ C0[0, 1] : m ¹ ïîëiíîìîì íà [0, 1]} .

Òåîðåìà 2.19 (ïðî ïîïîâíåííÿ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ). Êîæåí íîðìîâàíèé

ïðîñòið (L, ∥ · ∥L) ìà¹ ¹äèíå ëiíiéíå ïîïîâíåííÿ (L , ∥ · ∥L).

▹ Âiäîìî, ùî (L, ∥ · ∥L) ìà¹ ¹äèíå ïîïîâíåííÿ L̃ (ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êëàñiâ

åêâiâàëåíòíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ) ÿê ìåòðè÷íèé ïðîñòið i çàëè-

øà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî L̃ ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Àëå, ÿêùî {an}, {bn} ⊂ L
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ôóíäàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi, òîäi {an + bn} ⊂ L i {α an} ⊂ L äëÿ äåÿêîãî

α ∈ C òàêîæ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè. Òîáòî L = L̃. ◃

Ïðèêëàä 2.20. Ðîçãëÿíåìî äëÿ a, b ∈ R : a < b ìíîæèíó

C0[a, b] = { f : [a, b] → C : f ¹ íåïåðåðâíîþ íà [a, b] }

ç íîðìàìè

∥f∥0 = max
x∈[ a, b]

|f(x)| ,

∥f∥p =
 b∫

a

|f(x)|p d x


1
p

, 1 ≤ p <∞ .

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: ïåðåâiðèòè, ùî ∥ · ∥0 i ∥ · ∥p äëÿ ôiêñî-

âàíîãî p ¹ íîðìàìè íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði C0[a, b] .)

Âiäîìî, ùî (C0[a, b], ∥ · ∥0) ¹ áàíàõîâiì ïðîñòîðîì.

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, (C0[a, b], ∥ · ∥p) íå ¹ ïîâíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì. Äiéñíî,

ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, (C0[−1, 1], ∥ · ∥1) i ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

fn(x) =



−1, äëÿ x ∈ [−1,− 1
n ] ,

n x, äëÿ x ∈ [− 1
n ,

1
n ] ,

1, äëÿ x ∈ [ 1n , 1] .

Äëÿ êîæíèõ n,m ∈ N ìà¹ìî

1∫
−1

| fn+m(x)− fn(x) | d x ≤

≤
1∫

−1

| fn+m(x)− sgn (x) | d x +
1∫

−1

| sgn (x)− fn(x) | d x =
1

n+m
+

1

n
.

Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü {fn} ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â (C0[−1, 1], ∥ · ∥1) i ìà¹

ãðàíèöþ sgn (x), ÿêà íå ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Çîêðåìà, íîðìè ∥ · ∥0 òà ∥ · ∥p íà C0[a, b] íå ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Â2.21. Ïîïîâíåííÿ (C0[a, b], ∥ · ∥p) äëÿ ôiêñîâàíîãî p (ïðè 1 ≤ p < ∞)

íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Ëåáåãà iíòåãðîâàíèõ ó ñòóïåíi p ôóíêöié i ïîçíà÷à¹òüñÿ

(Lp(a, b), ∥ · ∥p) = (C0[a, b], ∥ · ∥p).
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3. Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè.

Â3.1. Ñïðÿæåíî-áiëiíiéíèì (àáî ïiâòîðàëiíiéíèì) ôóíêöiîíàëîì íà ëiíié-

íîìó ïðîñòîði H íàä C íàçèâà¹òüñÿ âñÿêå âiäîáðàæåííÿ

φ : H ×H → C

òàêå, ùî äëÿ ∀α, β, δ ∈ C i ∀ a, b, d ∈ H ìà¹ìî

1) φ(α a+ β b, d) = αφ(a, d) + β φ(b, d) ;

2) φ(a, β b+ δ d) = β φ(a, b) + δ φ(a, d) ,

äå ðèñà íàä ÷èñëîì ïîçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ.

Â3.2. Ñïðÿæåíî-áiëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði H íàçèâà¹òüñÿ

ñêàëÿðíèì (àáî âíóòðiøíiì) äîáóòêîì, ÿêùî äëÿ ∀ a, b ∈ H öåé ôóíêöiîíàë

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

i) φ(a, b) = φ(b, a) ;

ii) φ(a, a) ≥ 0 ;

iii) φ(a, a) = 0 ⇔ a = θ .

Ëiíiéíèé ïðîñòið H ç äåÿêèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì φ(·, ·) íàçèâà¹òüñÿ ïåðåä-

ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì (H,φ).

Ëiíiéíèé ïðîñòið L ⊂ H íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðî-

ñòîðà (H,φ) i ¹ ïåðåäãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì (L,φ).

Çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü φ(a, b) = ⟨a, b⟩H , φ(a, b) = (a, b)H àáî φ(a, b) = ⟨a, b⟩.

Íàïðèêëàä, íà Cn ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíiñòþ

⟨a, b⟩ =
n∑

k=1

ak bk äëÿ a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn

àáî ðiâíiñòþ

⟨a, b⟩ =
n∑

k,h=1

Akhak bh äëÿ a, b ∈ Cn, Akh ∈ C, k, h = 1 . . . , n ,

äå ìàòðèöÿ A = {Akh}nk,h=1 ¹ åðìiòîâîþ i äîäàòíîþ, òîáòî Akh = Ahk i

∑
Akhakah > 0 äëÿ a ̸= θ .
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Íà ìíîæèíi êâàäðàòè÷íî ñóìîâíèõ ïîñëiäîâíîñòåé

l2(C) = { a = {ak}∞k=1 :
∞∑
k=1

| ak|2 <∞, ak ∈ C, k = 1, . . . , n, . . .}

ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìîæíà âèçíà÷èòè, íàïðèêëàä, ðiâíiñòþ

⟨a, b⟩ =
∞∑
k=1

ak bk äëÿ a = (a1, . . . , an, . . .), b = (b1, . . . , bn, . . .) ∈ l2(C)

(äå çáiæíiñòü ðÿäó âèïëèâà¹ ç âiäîìî¨ îöiíêè | ak bk| ≤ 1
2 (| ak |

2 + | bk |2) ).

Òåîðåìà 3.3 (íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà). Äëÿ ïåðåäãiëüáåðòî-

âîãî ïðîñòîðà (H, ⟨·, ·⟩) âèçíà÷èìî

∥ a ∥ =
√
⟨a, a⟩ , a ∈ H .

Òîäi

|⟨a, b⟩| ≤ ∥ a ∥∥ b ∥ , a, b ∈ H .

▹ Ó âèïàäêó b = θ öÿ íåðiâíiñòü î÷åâèäíà ( 0 ≤ 0).

Äëÿ α ∈ C i a, b ∈ H, b ̸= θ ìà¹ìî

⟨a+ α b, a+ α b⟩ ≥ 0

àáî

⟨a, a⟩+ α⟨a, b⟩+ α⟨b, a⟩+ |α|2⟨b, b⟩ ≥ 0 .

Âèçíà÷àþ÷è

α = − ⟨a, b⟩
⟨b, b⟩

,

îòðèìó¹ìî (îñêiëüêè |α|2 = αα ), ùî

⟨a, a⟩ − |⟨a, b⟩|2

⟨b, b⟩
≥ 0 . ◃

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ íåðiâíiñòü, ìîæíà âèçíà÷èòè êóò ϕ ìiæ äâîìà íåíóëüî-

âèìè åëåìåíòàìè a, b ∈ H ç ðiâíîñòi

cos (ϕ) =
|⟨a, b⟩|
∥ a ∥∥ b ∥

.
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Çîêðåìà, åëåìåíòè a, b ∈ H íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî

⟨a, b⟩ = 0 .

Ñèñòåìà åëåìåíòiâ eν ∈ H äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè iíäåêñiâ ν ∈ Λ íàçèâà¹òüñÿ

îðòîíîðìîâàíîþ, ÿêùî

⟨eν, eκ⟩ = 0 äëÿ ν ̸= κ i ∥ eν∥ = 1 äëÿ ν, κ ∈ Λ .

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðà (H, ⟨·, ·⟩) âiäîáðàæåííÿ

∥ · ∥ =
√
⟨·, ·⟩ : H → R+

¹ íîðìîþ, òîáòî

1) ∥ a∥ = 0 ⇔ a = θ ; 2) ∥α a∥ = |α| ∥ a∥ ;

3) ∥ a+ b∥ ≤ ∥ a∥+ ∥ b∥ .

▹ Óìîâè 1) i 2) âèõîäÿòü ç âèçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó. Äëÿ ïåðåâiðêè

óìîâè 3), âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà, ìà¹ìî

∥ a+ b∥2 = |⟨a+ b, a+ b⟩| ≤ |⟨a, a⟩|+ |⟨a, b⟩|+ |⟨b, a⟩|+ |⟨b, b⟩| ≤

≤ ∥ a∥2 + 2∥ a∥∥ b∥+ ∥ b∥2 = (∥ a∥+ ∥ b∥)2 . ◃

Òàêèì ÷èíîì, (H, ∥ · ∥) ¹ íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì.

Ïåðåäãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè (H1, ⟨·, ·⟩1) i (H2, ⟨·, ·⟩2) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíò-

íèìè, ÿêùî âîíè åêâiâàëåíòíi ÿê íîðìîâàíi ïðîñòîðè (H1, ∥ · ∥1) i (H2, ∥ · ∥2) .

Åêâiâàëåíòíi ïðîñòîðè îòîòîæíþþòüñÿ â òåîði¨ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ.

Â3.5.Ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið (H, ⟨·, ·⟩) íàçèâà¹òüñÿ ãiëüáåðòîâèì, ÿêùî íîð-

ìîâàíèé ïðîñòið (H, ∥ · ∥) ¹ ïîâíèì (òà íåñêií÷åííîâèìiðíèì).

Òåîðåìà 3.6 (ïðî ïîïîâíåííÿ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ). Êîæåí ïåðåäãiëüáåð-

òiâ ïðîñòið (H, ⟨·, ·⟩) ìà¹ ¹äèíå ãiëüáåðòîâå ïîïîâíåííÿ (H , ⟨·, ·⟩).
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▹ Âiäîìî, ùî (H, ∥ · ∥) ìà¹ ¹äèíå ïîïîâíåííÿ H̃ (ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êëàñiâ

åêâiâàëåíòíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ) ÿê íîðìîâàíèé ïðîñòið i çàëè-

øà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî H̃ ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Íåõàé ã, b̃ ∈ H̃ i {an}, {bn} ⊂ H ôóíäàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi òàêi, ùî

{an} ∈ ã, {bn} ∈ b̃. Âèçíà÷èìî

⟨ã, b̃⟩ = lim
n→∞⟨an, bn⟩ .

Öÿ ãðàíèöÿ iñíó¹, îñêiëüêè äëÿ n,m ∈ N

|⟨an, bn⟩ − ⟨am, bm⟩| ≤ ∥am − an∥∥bm∥+ ∥bm − bn∥∥an∥ ,

òîìó ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {⟨an, bn⟩}∞n=1 ⊂ C ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ i ìà¹ ãðàíèöþ.

Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî öÿ ãðàíèöÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòåé

{an} ∈ ã, {bn} ∈ b̃ i âèçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà H̃. Òîáòî H = H̃. ◃

Ïðèêëàä 3.7. Ðîçãëÿíåìî äëÿ a, b ∈ R : a < b ìíîæèíó

C0[a, b] = { f : [a, b] → C : f ¹ íåïåðåðâíîþ íà [a, b] }

ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

⟨f, g⟩ =
b∫
a

f(x)g(x) d x , ∀ f, g ∈ C0[a, b] .

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: ïåðåâiðèòè, ùî ⟨f, g⟩ ¹ ñêàëÿðíèì äî-

áóòêîì íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði C0[a, b] .)

Òàêèì ÷èíîì (C0[a, b], ⟨·, ·⟩) ¹ ïåðåäãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì i íåðiâíiñòü Êîøi-

Áóíÿêîâñüêîãî-Øâàðöà ìà¹ âèãëÿä

∣∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x)g(x) d x

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
 b∫

a

|f(x)|2 d x


1
2
 b∫

a

|g(x)|2 d x


1
2

, ∀ f, g ∈ C0[a, b] .

Íîðìà íà öüîìó ïðîñòîði âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

∥f∥ = ∥f∥2 =
 b∫

a

|f(x)|2 d x


1
2

.



Ñàíäðàêîâ Ã. Â. Àêòóàëüíi ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè - 2015 27

Âiäîìî, ùî (C0[a, b], ∥·∥2) íå ¹ ãiëüáåðòîâèì (òîáòî ïîâíèì) ïðîñòîðîì, îñêiëü-

êè iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi, ùî çáiãàþòüñÿ äî ôóíêöi¨

sgn (x− (a+ b)/2) ,

ÿêà íå ¹ íåïåðåðâíîþ. Íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

fn(x) =



−1, äëÿ x ∈ [ a, a+b
2 − 1

n ] ,

n (x− (a+ b)/2), äëÿ x ∈ [ a+b
2 − 1

n ,
a+b
2 + 1

n ] ,

1, äëÿ x ∈ [ a+b
2 + 1

n , b ] ,

çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ sgn (x− (a+ b)/2) ó íîðìi ∥ · ∥2 .

Â3.8. Ïîïîâíåííÿ (C0[a, b], ∥ · ∥2) íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì êâàäðàòè÷íî iíòå-

ãðîâàíèõ ôóíêöié i ïîçíà÷à¹òüñÿ

(L2(a, b), ∥ · ∥2) = (C0[a, b], ∥ · ∥2) .

Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòið (L2(a, b), ∥ · ∥2) ñêëàäà¹òüñÿ ç "ôóíêöié" , ÿêi ìîæóòü

áóòè íàáëèæåíi íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè, òîáòî äëÿ f ∈ L2(a, b) i

∀ ε > 0 ∃fε ∈ C0[a, b] : ∥f − fε∥2 < ε .

Çîêðåìà, äëÿ f ∈ L2(a, b) ¹ âèçíà÷åíèì iíòåãðàë
b∫
a
f d x, ÿê ãðàíèöÿ iíòåãðàëiâ

âiä
b∫
a
fε d x, òîáòî ðiâíiñòþ

b∫
a

f(x) d x = ⟨f, 1⟩ .

Òàêèé iíòåãðàë íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëîì Ëåáåãà.

Íåõàé L ⊂ H ¹ ïiäïðîñòið ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðà (H, ⟨·, ·⟩). Åëåìåíò

a ∈ H íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì ïiäïðîñòîðó L, ÿêùî

⟨a, l⟩ = 0 ∀ l ∈ L .

Â öüîìó âèïàäêó ïèøóòü a ⊥ L.
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Íåõàé a ∈ H. Åëåìåíò la ∈ L íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ a â

ïiäïðîñòið L ⊂ H, ÿêùî ⟨a− la, l⟩ = 0 ∀ l ∈ L.

Êîëè òàêà ïðîåêöiÿ iñíó¹, òî ïèøóòü la = PrL(a) i òàêà ïðîåêöiÿ la ¹ ¹äèíîþ.

Äiéñíî, ÿêùî l1, l2 ∈ L òàêi, ùî

⟨a− l1, l⟩ = 0 , ⟨a− l2, l⟩ = 0 ∀ l ∈ L ,

òîäi ⟨l2 − l1, l⟩ = 0 ∀ l ∈ L i ⟨l2 − l1, l2 − l1⟩ = 0, òîáòî l2 = l1.

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: ïåðåâiðèòè, ùî lαa= αla i la+b = la+ lb,

òîáòî PrL(αa) = αPrL(a) i PrL(a+ b) = PrL(a) + PrL(b) äëÿ a, b ∈ H i α ∈ C.)

Ëåìà 3.9 (çàêîí ïàðàëåëîãðàìà). Íåõàé (H, ⟨·, ·⟩) ¹ ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið.

Òîäi

∥ a+ b ∥2 + ∥ a− b ∥2 = 2 ∥ a ∥2 + 2 ∥ b ∥2 ∀ a, b ∈ H .

▹ Ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî, îñêiëüêè ∥ a+ b ∥2 = ⟨a+ b, a+ b⟩ . ◃

Òåîðåìà 3.10 (ïðî iñíóâàííÿ ¹äèíî¨ îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨). Íåõàé L ⊂ H

¹ ïîâíèé ïiäïðîñòið ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðà (H, ⟨·, ·⟩) i a ∈ H. Òîäi

∃ 1 la = PrL(a) i ∥ a− la∥ = inf
l∈L

∥ a− l ∥ .

▹ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ηk ìiíiìiçóþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü, òîáòî

lim
k→∞

∥ a− ηk ∥ = d = inf
l∈L

∥ a− l ∥ . (3.1)

Iñíóâàííÿ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi âèòiêà¹ ç âèçíà÷åííÿ iíôiíóìà. Ç çàêîíó ïàðàëå-

ëîãðàìà

∥ d+ b ∥2 + ∥ d− b ∥2 = 2 ∥ d ∥2 + 2 ∥ b ∥2 ∀ d, b ∈ L ,

ïðè d = a− ηk i b = a− ηh, îòðèìó¹ìî

∥ ηk − ηh ∥2 = 2 ∥ a− ηk ∥2 + 2 ∥ a− ηh ∥2 − 4

∥∥∥∥∥ a− 1

2
(ηk + ηh)

∥∥∥∥∥
2

.

Ìíîæèíà L ¹ ïiäïðîñòîðîì, òîìó 1
2(ηk+ηh) ∈ L i d2 ≤

∥∥∥ a− 1
2(ηk + ηh)

∥∥∥2. Îòæå
∥ ηk − ηh ∥2 ≤ 2 ∥ a− ηk ∥2 + 2 ∥ a− ηh ∥2 − 4 d2

i ïîñëiäîâíiñòü {ηk} ⊂ L ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ÷åðåç (3.1).
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Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ la ∈ L òàêå, ùî limk→∞ ηk = la i

∥ a− la ∥ = lim
k→∞

∥ a− ηk ∥ = d .

Ïðèïóñòèìî, ùî l ∈ L i l ̸= θ. Òîäi ηk + ε l ∈ L äëÿ ε ∈ C i

∥ a− (ηk + ε l) ∥2 ≥ d2,

òîáòî

∥ a− ηk ∥2 − ε ⟨a− ηk, l⟩ − ε ⟨l, a− ηk⟩+ |ε|2 ∥ l ∥2 ≥ d2.

Ïðè ε = ⟨a−ηk,l⟩
∥ l ∥2 ìà¹ìî

∥ a− ηk ∥2 − d2 ≥ |⟨a− ηk, l⟩|2

∥ l ∥2
.

Çâiäêè ïðè k → ∞ îòðèìó¹ìî ⟨a− la, l⟩ = 0 ∀l ∈ L. ◃

Ëåìà 3.11. Íåõàé (H, ⟨·, ·⟩) ¹ ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið i a ∈ H. Òîäi ôóíê-

öiîíàë

f(x) = ⟨x, a⟩ ∀ x ∈ H

¹ ëiíiéíèì i îáìåæåíèì (òîáòî f ∈ B(H,C)). Êðiì òîãî

∥ f ∥B = ∥ a ∥H =
√
⟨a, a⟩ .

▹ Ëiíiéíiñòü f(·) âèõîäèòü ç ëiíiéíîñòi ⟨·, a⟩, à îáìåæåíiñòü ç íåðiâíîñòi

|f(x)| = |⟨x, a⟩| ≤ ∥ x ∥H∥ a ∥H ∀x ∈ H .

Êðiì òîãî f(a) = ∥ a ∥H∥ a ∥H , òîáòî ∥ f ∥B = ∥ a ∥H . ◃

Ëåìà 3.12. Íåõàé (H, ⟨·, ·⟩) ¹ ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið i f ∈ B(H,C)òàêèé,

ùî

f(x) = ⟨x, a⟩ ∀ x ∈ H .

Òîäi a ∈ H âèçíà÷åíî îäíîçíà÷íî.

▹ Íåõàé a, b ∈ H òàêi, ùî

f(x) = ⟨x, a⟩ , f(x) = ⟨x, b⟩ ∀ x ∈ H .

Òîäi ⟨x, a− b⟩ = 0 ∀x ∈ H . Çîêðåìà ⟨a− b, a− b⟩ = 0 , òîáòî a = b . ◃
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Òåîðåìà 3.13 (Ðiññ). Íåõàé (H, ⟨·, ·⟩) ¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið i f ∈ B(H,C).

Òîäi

∃ 1 a ∈ H : f(x) = ⟨x, a⟩ ∀ x ∈ H .

▹ Ïîçíà÷èìî

L = {x ∈ H : f(x) = 0 } .

Ç ëiíiéíîñòi f âèõîäèòü, ùî L ëiíiéíèé ïiäïðîñòið â H. Êðiì òîãî, L ¹ ïîâíèì.

Äiéñíî, ÿêùî {an} ⊂ L ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ïîñëiäîâíiñòü, òîäi

∃ a ∈ H : an → a ,

îñêiëüêè H ¹ ïîâíèì, i

f(a) = lim
n→∞ f(an) = 0 ,

òîáòî a ∈ L .

ßêùî L = H , òîäi f(x) = 0 ∀x ∈ H i

∃ 1 θ ∈ H : f(x) = ⟨x, θ⟩ ∀ x ∈ H .

Íåõàé L ̸= H , òîäi ∃ a ∈ H òàêèé, ùî

f(a) ̸= 0 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç la ∈ L îðòîãîíàëüíó ïðîåêöiþ a íà L i âèçíà÷èìî

b = a− la .

Òîäi ⟨b, l⟩ = 0 ∀ l ∈ L i f(b) = f(a) ̸= 0 .

Ç ëiíiéíîñòi f âèõîäèòü, ùî

f

x− f(x)

f(b)
b

 = 0 ∀x ∈ H .

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

∀x ∈ H x− f(x)

f(b)
b ∈ L
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i òîìó

⟨x− f(x)

f(b)
b, b ⟩ = 0 ∀ x ∈ H

çà âèçíà÷åííÿì îðòîãîíàëüíî¨ ïðîåêöi¨. Îòæå

⟨x, b ⟩ = f(x)
∥b∥2

f(b)
∀ x ∈ H

i ïîçíà÷àþ÷è a = f(b)
∥b∥2 b îòðèìó¹ìî, ùî

∃ 1 a ∈ H : f(x) = ⟨x, a⟩ ∀ x ∈ H . ◃

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíó ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöiîíàëiâ B(H,C) íà ãiëü-

áåðòîâi ïðîñòîði H ìîæíà îòîòîæíèòè ç H , òîáòî

H∗ = B(H,C) = H.

Çîêðåìà, H = H∗∗ i òîìó ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ¹ ðåôëåêñèâíèì.

Òåîðåìà 3.14 (ïðî ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðiâ ïî íåïåðåðâíîñòi). Íåõàé A ∈

B(L, Y ) , äå Y ¹ áàíàõîâiì ïðîñòîðîì i ëiíiéíèé ïðîñòið L ⊂ X ¹ ùiëüíèì â

ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X .

Òîäi ∃ 1 A ∈ B(X, Y ) :

A(x) = A(x) ∀x ∈ L

i

∥A ∥B(X,Y ) = ∥A ∥B(L,Y ) .

▹ Íåõàé x ∈ X i x ∈/ L . Òîäi iñíó¹ {xn} ⊂ L òàêà, ùî

xn → x ,

îñêiëüêè L ¹ ùiëüíèì â X . Ç íåðiâíîñòi

∥A(xn)− A(xm) ∥Y ≤ ∥A ∥B(L,Y )∥ xn − xm ∥L

âèòiêà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {A(xn)} ⊂ Y ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ i ìà¹ ãðàíèöþ,

îñêiëüêè Y ¹ áàíàõîâiì ïðîñòîðîì. Âèçíà÷èìî

A(x) = lim
n→∞ A(xn)
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i ïåðåâiðèìî, ùî öå âèçíà÷åííÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi {xn} ⊂ L .

Íåõàé {x′n} ⊂ L òàêà, ùî x′n → x i

y = lim
n→∞ A(xn) , y′ = lim

n→∞ A(x′n) .

Òîäi

∥ y − y′ ∥Y ≤ ∥ y − A(xn) ∥Y + ∥A(xn)− A(x′n) ∥Y + ∥A(x′n)− y′ ∥Y ≤

≤ ∥ y − A(xn) ∥Y + ∥A ∥B(L,Y )∥ xn − x′n ∥L + ∥A(x′n)− y′ ∥Y → 0 ,

òîáòî y = y′.

Ëiíiéíiñòü A âèõîäèòü ç ëiíiéíîñòi A i ëiíiéíîñòi ãðàíèöi. Êðiì òîãî

∥A(xn) ∥Y ≤ ∥A ∥B(L,Y )∥xn ∥L

i òîìó

∥A(x) ∥Y ≤ ∥A ∥B(L,Y )∥x ∥L,

òîáòî ∥A ∥B(X,Y ) ≤ ∥A ∥B(L,Y ) . Ç iíøîãî áîêó, ïðè ïðîäîâæåííi îïåðàòîðà íîðìà

öüîãî îïåðàòîðà íå ìîæå çìåíøèòèñÿ, îòæå

∥A ∥B(X,Y ) = ∥A ∥B(L,Y ) .

Íåõàé A1 ∈ B(X,Y ) i A2 ∈ B(X, Y ) òàêi, ùî

A1(x) = A2(x) = A(x) ∀x ∈ L .

Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè, ùî

A1(x) = A2(x) ∀x ∈ X.

Âèáåðåìî x ∈ X òàêå, ùî x ∈/ L . Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {xn} ⊂ L òàêà, ùî

xn → x ,

îñêiëüêè L ¹ ùiëüíèì â X . Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ðiâíiñòü

A1(xn) = A2(xn) .
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Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü A1, A2 ∈ B(X, Y ) i îá÷èñëþþ÷è limn→∞ îòðèìó¹ìî

A1(x) = A2(x) . ◃

Ïðèêëàä 3.15. Ðîçãëÿíåìî íà C0[a, b] íîðìè

∥f∥p =
 b∫

a

|f(x)|p d x


1
p

, 1 ≤ p <∞

i ïîçíà÷èìî

(Lp(a, b), ∥ · ∥p) = (C0[a, b], ∥ · ∥p) .

Òàêèì ÷èíîì, C0[a, b] ùiëüíî, íàïðèêëàä, â (L1(a, b), ∥·∥1) . Íà C0[a, b] âèçíà-

÷åíèé iíòåãðàë
b∫
a

: C0[a, b] → C

i ∣∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x) d x

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫
a

| f(x) | d x = ∥ f ∥1 .

Îòæå, îïåðàòîð iíòåãðóâàííÿ íàëåæèòü B(C0[a, b],C) i äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ

íà (L1(a, b), ∥ · ∥1) .

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèé iíòåãðàë íà (Lp(a, b), ∥ · ∥p) , îñêiëüêè∣∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x) d x

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M∥ f ∥p ,

ùî âèõîäèòü ç âiäîìî¨ íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà∣∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x)g(x) d x

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∥ f ∥p∥ g ∥q äëÿ
1

p
+

1

q
= 1 i f, g ∈ C0[a, b] .

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Ïåðåâiðèòè íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, âè-

êîðèñòîâóþ÷è ùî

αβ ≤ αp

p
+
βq

q
äëÿ

1

p
+

1

q
= 1 i α, β ≥ 0

i îáèðàþ÷è α = |f |
∥f∥p , β = |g|

∥g∥q ïðè ∥f∥p, ∥g∥q ̸= 0 i f, g ∈ C0[a, b].)
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4. Ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà.

Òåîðåìà 4.1 (ïðî ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðiâ ïî íåïåðåðâíîñòi). Íåõàé A ∈

B(L, Y ) , äå Y ¹ áàíàõîâiì ïðîñòîðîì i ëiíiéíèé ïðîñòið L ⊂ X ¹ ùiëüíèì â

ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X .

Òîäi ∃ 1 A ∈ B(X, Y ) :

A(x) = A(x) ∀x ∈ L

i

∥A ∥B(X,Y ) = ∥A ∥B(L,Y ) . ▹ § 3 ◃

Â4.2. Âiäêðèòà îáìåæåíà çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà Ω ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ

ó Rn. Çàìèêàííÿ îáëàñòi Ω â Rn ïîçíà÷à¹òüñÿ Ω (i ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ), à

∂Ω = Ω \ Ω

íàçèâà¹òüñÿ ìåæåþ öié îáëàñòi.

Íàïðèêëàä, Ω = { x ∈ Rn : |x| < 1 } ¹ âiäêðèòîþ êóëåþ â Rn,

Ω = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1 }

¹ çàìêíåíîþ êóëåþ i ∂Ω = { x ∈ Rn : |x| = 1 } íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ ñôåðîþ.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ îáëàñòi Ω â Rn ëiíiéíèé ïðîñòið

C0(Ω) = { f : Ω → C : f ¹ íåïåðåðâíîþ íà Ω } .

Òåîðåìà 4.3 (íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà). Äëÿ f, g ∈ C0(Ω) âèêîíàíà íåðiâíiñòü

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x)g(x) d x

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
 ∫

Ω

|f(x)|p d x


1
p
 ∫

Ω

|g(x)|q d x


1
q

, äå
1

p
+

1

q
= 1

i 1 < p <∞ . Çîêðåìà

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x) d x

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
 ∫

Ω

|f(x)|p d x


1
p
 ∫

Ω

1 d x


1
q

=

 ∫
Ω

|f(x)|p d x


1
p

(mes(Ω))
1
q . ▹ § 3 ◃
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Ðîçãëÿíåìî íà C0(Ω) íîðìè

∥f∥p =
 ∫

Ω

|f(x)|p d x


1
p

, 1 ≤ p <∞

∥f∥∞ = lim
p→∞ ∥f∥p ,

äå limp→∞ iñíó¹, îñêiëüêè íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ îáìåæåíi ( |f(x)| ≤ M ) i òîìó

îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë ∥f∥p ( ∥f∥p ≤ M mes(Ω)1/p ≤ M mes(Ω), íàïðè-

êëàä, ÿêùî mes(Ω) ≥ 1), êðiì òîãî, öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ ìîíîòîííîþ.

Â4.4. Ïîïîâíåííÿ (C0(Ω), ∥ · ∥p) äëÿ ôiêñîâàíîãî p íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì

Ëåáåãà iíòåãðîâàíèõ ó ñòóïåíi p ôóíêöié i ïîçíà÷à¹òüñÿ

(Lp(Ω), ∥ · ∥p) = (C0(Ω), ∥ · ∥p) .

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Ïåðåâiðèòè, ùî

Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) ïðè 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ .

Çîêðåìà Lp(Ω) ⊂ L1(Ω) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ .)

Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòið (Lp(Ω), ∥ · ∥p) ñêëàäà¹òüñÿ ç "ôóíêöié" , ÿêi ìîæóòü

áóòè íàáëèæåíi íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè, òîáòî äëÿ f ∈ Lp(Ω) i

∀ ε > 0 ∃ fε ∈ C0(Ω) : ∥f − fε∥p < ε .

Äëÿ f ∈ C0(Ω) ¹ âèçíà÷åíèì ëiíiéíèé iíòåãðàë
∫
Ω
f d x. Ç íåðiâíîñòi Ãåëüäå-

ðà âèòiêà¹, ùî öåé iíòåãðàë ¹ îáìåæåíèì âiäîáðàæåííÿì ç C0(Ω) â C . Òàêèì

÷èíîì, ç òåîðåìè 4.1 âèòiêà¹, ùî äëÿ f ∈ Lp(Ω) ¹ âèçíà÷åíèì ëiíiéíèé iíòåãðàë

(òàêèé iíòåãðàë íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëîì Ëåáåãà) i∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x) d x

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ (mes(Ω))
1
q ∥ f ∥p .

Íåõàé A ⊂ Ω . Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ χA(x) ðiâíiñòþ χA(x) = 1 ïðè x ∈ A

i χA(x) = 0 ïðè x ∈ Ω \ A . Òàêà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ

ôóíêöi¹þ ìíîæèíè A ⊂ Ω .



Ñàíäðàêîâ Ã. Â. Àêòóàëüíi ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè - 2015 36

Â4.5.Ìíîæèíà A ⊂ Ω íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíîþ, ÿêùî χA(x) ∈ L1(Ω) . Ôóíêöiÿ

f : Ω → C íàçèâà¹òüñÿ (àáñîëþòíî) iíòåãðîâàíîþ, ÿêùî f ∈ L1(Ω) .

Ìiðà Ëåáåãà mes (A) âèìiðíî¨ ìíîæèíè A ⊂ Ω âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

mes (A) =
∫
A

d x =
∫
Ω

χA d x .

Òåîðåìà 4.6.Ìiðà Ëåáåãà âèìiðíî¨ ìíîæèíè A⊂Ω ¹ ðiâíîþ íóëþ (mes(A) =

0) ⇔ ∀ ε > 0 iñíó¹ ìíîæèíà êóáiâ K1, K2, . . . , Kk . . . òàêà, ùî

A ⊂
∞∪
k=1

Kk i
∞∑
k=1

|Kk| < ε ,

äå |Kk| = | bk − ak|n ïîçíà÷à¹ îá'¹ì êóáà Kk = [ak, bk]
n i k = 1, 2 . . . . ▹ ◃

Âiäîìî, ùî Lp(Ω) ñêëàäà¹òüñÿ ç êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi iíòåãðîâàíèõ ôóíêöié,

äå f i g íàëåæàòü îäíîìó êëàñó, ÿêùî f = g ìàéæå óñþäè, òîáòî

mes ({x ∈ Ω : f ̸= g }) = 0 .

Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî Lp(Ω) = { f ¹ iíòåãðîâàíîþ : ∥f(x)∥p <∞} ïðè 1 ≤ p <

∞. Âèçíà÷èìî

L̃∞(Ω) = { f ¹ iíòåãðîâàíîþ : ∥f(x)∥∞ <∞} .

Òîäi L∞(Ω) ⊂ L̃∞(Ω) .

Òåîðåìà 4.7 (Ëóçií Í.Í.). Ôóíêöiÿ f : Ω → C ¹ iíòåãðîâàíîþ ⇒

∀ ε > 0 ∃ fε ∈ C0(Ω) : mes ({x ∈ Ω : f ̸= fε }) < ε . ▹ ◃

Ïðè p = 2 ïðîñòið (Lp(Ω), ∥ · ∥p) ¹ ãiëüáåðòîâèì ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

⟨u, v⟩2 = (u, v)L2(Ω) =
∫
Ω

u(x)v(x) d x .

Äëÿ òàêîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó áóëà äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.8 (Ðiññ). Íåõàé f ∈ B(L2(Ω),C). Òîäi

∃ 1 v ∈ L2(Ω) : f(u) =
∫
Ω

u(x)v(x) d x ∀u ∈ L2(Ω) . ▹ ◃
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Àíàëîãi÷íà òåîðåìà âèêîíàíà äëÿ ïðîñòîðiâ (Lp(Ω), ∥ · ∥p) ïðè 1 < p <∞.

Òåîðåìà 4.9. Íåõàé f ∈ B(Lp(Ω),C) ïðè 1 < p <∞. Òîäi

∃ 1 v ∈ Lq(Ω) : f(u) =
∫
Ω

u(x)v(x) d x ∀u ∈ Lp(Ω) ,

äå 1
q+

1
p = 1. Êðiì òîãî, L̃∞(Ω) = B(L1(Ω),C), àëå L1(Ω) ̸= B(L̃∞(Ω),C) . ▹ ◃

Öÿ òåîðåìà îçíà÷à¹, ùî ïðîñòîðè (Lp(Ω), ∥ · ∥p) i (Lq(Ω), ∥ · ∥q) âçà¹ìíî ñïðÿ-

æåíi:

Lp(Ω)∗ = Lq(Ω), Lq(Ω)∗ = Lp(Ω) ïðè
1

q
+

1

p
= 1 i 1 < p <∞ .

Êðiì òîãî, L1(Ω)∗ = L̃∞(Ω), àëå L̃∞(Ω)∗ ̸= L1(Ω) . Çîêðåìà, ïðè 1 < p < ∞

ïðîñòið (Lp(Ω), ∥ · ∥p) ¹ ðåôëåêñèâíèì, îñêiëüêè

Lp(Ω) = Lq(Ω)∗ = Lp(Ω)∗∗ .

Ó ïðîñòîði (Lp(Ω), ∥ · ∥p) iíòåãðàë ¹ âèçíà÷åíèì. Äëÿ âèçíà÷åííÿ äèôåðåíöi-

þâàííÿ íà (Lp(Ω), ∥ · ∥p) íåîáõiäíi äîäàòêîâi âèçíà÷åííÿ.

Â4.10.Ìåæà ∂Ω îáëàñòi Ω ⊂ Rn ìà¹ êëàñ Ck, k ≥ 1, ÿêùî ∂Ω ¹ êîìïàêòíîþ

i äëÿ êîæíîãî x ∈ ∂Ω iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà U ⊂ Rn, x ∈ U i âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ψ : B = { x ∈ Rn : |x| < 1 } → U òàêi, ùî

ψ∈Ck(B), ψ−1∈Ck(U), ψ(B+)=U∩Ω, ψ(B−)=U∩(R\Ω), ψ(B0)=U∩∂Ω,

äå B+ = { x ∈ B : xn > 0 }, B− = { x ∈ B : xn < 0 } i B0 = {x ∈ B : xn = 0 }.

Îáëàñòü Ω ⊂ Rn ìà¹ ëiïøèöåâó ìåæó ∂Ω , ÿêùî ψ ∈ Lip(B), ψ−1 ∈ Lip(U),

äå, íàïðèêëàä ψ ∈ Lip(B) , ÿêùî

∃L > 0 : |ψ(x)− ψ(y)| ≤ L|x− y| ∀ x, y ∈ B .

Òåîðåìà 4.11 (Ðàäåìàõåð.) ψ ∈ Lip(B) ⇒ ∇ψ ∈ L̃∞(B)n. Çîêðåìà, ÿêîáiàí

J(ψ) ∈ L̃∞(B). ▹ ◃

Íàäàëi ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè îáëàñòi Ω ⊂ Rn , ùî ìàþòü ëiïøèöåâè ìåæi.
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Âèçíà÷èìî íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði

C1(Ω) = { v ∈ C0(Ω) : ∇v ∈ C0(Ω)n }

íîðìè

∥u∥1,p = ∥u∥W 1,p(Ω) =
(
∥u∥pLp(Ω) + ∥∇u∥pLp(Ω)n

) 1
p

ïðè 1 ≤ p <∞ ,

∥u∥1,∞ = ∥u∥W 1,∞ = max
{
∥u∥L∞(Ω), ∥∇u∥L∞(Ω)n

}
ïðè p = ∞ ,

äå Lp(Ω)n = Lp(Ω)× . . .× Lp(Ω) = { (f1, . . . , fn) : fk ∈ Lp(Ω), k = 1, . . . , n }.

Â4.12. Ïîïîâíåííÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (C1(Ω), ∥ · ∥W 1,p(Ω)) ïîçíà÷à¹òüñÿ

(W 1,p(Ω), ∥ · ∥W 1,p(Ω)) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞

i íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà ïåðøîãî ïîðÿäêó iíòåãðîâàíèõ ó ñòóïåíi p

(êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ) ôóíêöié íà Ω. Çîêðåìà, äëÿ åëåìåíòiâ ç W 1,p(Ω) âèçíà-

÷åíèé iíòåãðàë i äèôåðåíöiþâàííÿ. Ó âiäïîâiäíîñòi ç òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 4.13. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð ãðàäi¹íòà ∇ ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð ç

(C1(Ω), ∥·∥W 1,p(Ω)) â (Lp(Ω)n, ∥·∥Lp(Ω)n), 1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi ∇ ∈ B(C1(Ω), Lp(Ω)n) ,

∃ 1 ∇ ∈ B(W 1,p(Ω), Lp(Ω)n) : ∇(v) = ∇(v) ∀v ∈ C1(Ω)

i

∥∇∥B(W 1,p(Ω),Lp(Ω)n) = 1 .

▹ Íåõàé u ∈ C1(Ω) . Òîäi ∇u ∈ C0(Ω)n ⊂ Lp(Ω)n i

∥∇u∥Lp(Ω)n ≤
(
∥u∥pLp(Ω) + ∥∇u∥pLp(Ω)n

) 1
p
= ∥u∥W 1,p(Ω) ïðè 1 ≤ p <∞ ,

∥∇u∥L∞(Ω)n ≤ max
{
∥u∥L∞(Ω), ∥∇u∥L∞(Ω)n

}
= ∥u∥W 1,∞(Ω) ïðè p = ∞ .

Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 4.1. ◃
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Â4.14. Íåõàé u ∈ W 1,p(Ω) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ i E ⊂ Ω. Çà âèçíà÷åííÿì

u ≥ 0 íà E â W 1,p(Ω) ,

ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {un} ⊂ C1(Ω) òàêà, ùî

un ≥ 0 ∀x ∈ E i un → u ó íîðìi W 1,p(Ω) .

ßêùî −u ≥ 0 íà E â W 1,p(Ω) , òîäi ïèøóòü u ≤ 0 íà E â W 1,p(Ω) . Âiäïî-

âiäíî, ÿêùî u ≥ 0 i u ≤ 0 íà E â W 1,p(Ω) , òîäi çà âèçíà÷åííÿì

u = 0 íà E â W 1,p(Ω) .

Äëÿ öiëîãî l ≥ 1 âèçíà÷èìî ëiíiéíi ïðîñòîðè

C l(Ω) = { v ∈ C0(Ω) : ∇v ∈ C0(Ω)n, . . . ,∇lv ∈ C0(Ω)n
l } ,

C l(Rn) = { v ∈ C0(Rn) : ∇v ∈ C0(Rn)n, . . . ,∇lv ∈ C0(Rn)n
l } ,

C∞(Ω) =
∞∩
l=1

C l(Ω) , C∞(Rn) =
∞∩
l=1

C l(Rn)

i ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié, ùî ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèìè i

ìàþòü êîìïàêòíi íîñi¨

C∞
0 (Ω) = { v ∈ C∞(Ω) : supp v ⊂ Ω } ,

äå supp v = { x ∈ Ω : v(x) ̸= 0 } íàçèâà¹òüñÿ íîñi¹ì ôóíêöi¨ v .

Íåõàé ω1(t) ∈ C∞(R) ¹ ïàðíîþ íåâiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ òàêîþ, ùî

ω1(t) = 0 ïðè |t| ≥ 1

i ∫
Rn

ω1(|x|) d x =
∫

|x|<1

ω1(|x|) d x = 1

äëÿ ôiêñîâàíîãî n ≥ 1. Íàïðèêëàä, îáåðåìî

ω1(t) = Cn e
− 1

1−t2 ïðè |t| < 1

i ω1(t) = 0 ïðè |t| ≥ 1, äå ïîñòiéíà Cn îáèðà¹òüñÿ òàê, ùîá
∫
Rn
ω1(|x|) d x = 1.
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Äëÿ ôiêñîâàíîãî h > 0 ôóíêöiÿ

ωh(|x|) =
1

hn
ω1(

|x|
h
)

íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì óñåðåäíåííÿ. Òàêå ÿäðî ωh(|x|) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì:

1. ωh(|x|) ∈ C∞(Rn), ωh(|x|) ≥ 0 â Rn,

2. ωh(|x|) = 0 äëÿ |x| ≥ h,

3.
∫
Rn
ωh(|x|) d x = 1,

4. äëÿ êîæíîãî öiëîãî l ≥ 0 i âñiõ x ∈ Rn iñíó¹ ïîñòiéíà Cl òàêà, ùî

|∇lωh(|x|) | ≤
Cl

hn+l
,

äå ïîñòiéíà Cl íå çàëåæèòü âiä h i x.

Íåõàé u ∈ L1(Ω) i u = 0 ïðè x ∈ Rn \ Ω. Äëÿ ôiêñîâàíîãî h > 0 ôóíêöiÿ

uh(x) =
∫
Ω

u(y)ωh(|x− y|) d y

íàçèâà¹òüñÿ óñåðåäíåíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ u ðàäióñó h. Áåçïîñåðåäíüî ç âèçíà÷åííÿ

i óìîâè 2 ìà¹ìî

uh(x) =
∫
Ω

u(y)ωh(|x− y|) d y =
∫
Rn

u(y)ωh(|x− y|) d y =

=
∫

{|x−y|<h}
u(y)ωh(|x− y|) d y =

∫
Ω∩{|x−y|<h}

u(y)ωh(|x− y|) d y

i uh = 0 ïðè x ∈ Rn \ Ωh, äå

Ωh =
∪

x0∈Ω

{x ∈ Rn : |x− x0| < h } .

Ç âèçíà÷åííÿ i óìîâè 1 òàêîæ ìà¹ìî uh ∈ C∞(Rn), îñêiëüêè

∇luh(x) =
∫
Ω

u(y)∇l
x ωh(|x− y|) d y

äëÿ êîæíîãî öiëîãî l ≥ 0 i âñiõ x ∈ Rn.

Òåîðåìà 4.15. Äëÿ öiëîãî l ≥ 0 i u ∈ C l(Ω) ìà¹ìî

∥uh − u∥C0(ω) + . . .+ ∥∇luh −∇lu∥C0(ω)nl → 0 ïðè h→ 0

äëÿ êîæíîãî ω ⊂ Ω òàêîãî, ùî ω ⊂ Ω.
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▹ Íåõàé l = 0. Îáåðåìî h0 òàê, ùîá h0 < dist(∂ω, ∂Ω), äå dist(∂ω, ∂Ω) ïî-

çíà÷à¹ âiäñòàíü ìiæ ∂ω i ∂Ω. Òîäi äëÿ h ≤ h0 i x ∈ ω îòðèìó¹ìî

|uh − u| =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

{|x−y|<h}
u(y)ωh(|x− y|) d y − u(x)

∫
{|x−y|<h}

ωh(|x− y|) d y

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

{|x−y|<h}
|u(y)− u(x)|

∫
{|x−y|<h}

ωh(|x− y|) d y = max
{|x−y|<h}

|u(y)− u(x)| .

Òàêèì ÷èíîì, ç ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ u âèõîäèòü, ùî

∥uh − u∥C0(ω) → 0 ïðè h→ 0 .

Âèïàäîê u ∈ C l(Ω) ïðè l ≥ 1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî, îñêiëüêè

∇luh(x) =
∫
Ω

u(y)∇l
x ωh(|x− y|) d y =

= (−1)l
∫
Ω

u(y)∇l
y ωh(|x− y|) d y =

∫
Ω

∇l
y u(y)ωh(|x− y|) d y . ◃

Òåîðåìà 4.16. Íåõàé u ∈ Lp(Ω) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi

∥uh∥Lp(Ω) ≤ ∥u∥Lp(Ω)

äëÿ êîæíîãî h > 0. Çîêðåìà uh ∈ Lp(Ω).

▹ Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, âèïàäîê 1 < p <∞. Ç íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà ìà¹ìî

|uh(x)|p =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

u(y)ωh(|x− y|)1/p ωh(|x− y|)1/q d y

∣∣∣∣∣∣∣
p

≤

≤
∫
Ω

|u(y)|p ωh(|x− y|) d y
 ∫

Ω

ωh(|x− y|) d y

p/q

.

Iíòåãðóþ÷è öþ íåðiâíiñòü îòðèìó¹ìî

∥uh∥pLp(Ω) =
∫
Ω

|u(y)|p d y ≤
∫
Ω

|u(y)|p
 ∫

Ω

ωh(|x− y|) d x
 d y ≤ ∥u∥pLp(Ω),

îñêiëüêè∫
Ω

ωh(|x− y|) d y =
∫

Ω∩{|x−y|<h}
ωh(|x− y|) d y ≤

∫
{|x−y|<h}

ωh(|x− y|) d y = 1 .

Âèïàäêè p = 1 i p = ∞ ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî. ◃
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Òåîðåìà 4.17. Íåõàé u ∈ Lp(Ω) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi

∥uh − u∥Lp(Ω) → 0 ïðè h→ 0 .

▹ Äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ ũ ∈ C0(Ω) òàêå, ùî

∥u− ũ∥Lp(Ω) ≤
ε

3
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 4.16 i íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà, îòðèìó¹ìî

∥u− uh∥Lp(Ω) ≤ ∥u− ũ∥Lp(Ω) + ∥ũ− ũh∥Lp(Ω) + ∥ũh − uh∥Lp(Ω) ≤

≤ 2 ε

3
+ ∥ũ− ũh∥Lp(Ω) ≤ 2 ε

3
+ ∥ũ− ũh∥C0(Ω).

Âiäîìî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ ũ ∈ C0(Ω) çíàéäóòüñÿ îáëàñòü Ω′ i ôóíêöiÿ û ∈ C0(Ω
′
)

òàêi, ùî Ω ⊂ Ω′ i û = ũ ïðè x ∈ Ω. Òàêèì ÷èíîì, ç òåîðåìè 4.15 âèòiêà¹, ùî

∥ũ− ũh∥C0(Ω) ≤
ε

3

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ h ≤ h0. ◃

Òåîðåìà 4.18 (ïðî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëà Ëåáåãà). Íåõàé f ∈

L1(Ω). Òîäi ∀ ε > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå ùî∣∣∣∣∣∣
∫
ω

f(x) d x

∣∣∣∣∣∣ < ε ïðè mes (ω) =
∫
ω

d x < δ

äëÿ êîæíîãî âèìiðíîãî ω ⊂ Ω. ▹ ◃

Ç òåîðåì 4.15�4.18 áåçïîñåðåäíüî ñëiäó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.19. Ïðîñòið C∞
0 (Ω) ùiëüíèé â Lp(Ω) ïðè 1 ≤ p < ∞ , òîáòî

äëÿ f ∈ Lp(Ω) i

∀ ε > 0 ∃ fε ∈ C∞
0 (Ω) : ∥f − fε∥p < ε .

Ïðîñòið C∞(Ω) ùiëüíèé â W 1,p(Ω) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ i â L∞(Ω) . Çîêðåìà, öi

ïðîñòîðè ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi ÿê ïîïîâíåííÿ C∞
0 (Ω) i C∞(Ω) :

(Lp(Ω), ∥ · ∥p) = (C∞
0 (Ω), ∥ · ∥p) , (L∞(Ω), ∥ · ∥∞) = (C∞(Ω), ∥ · ∥∞) ,

(W 1,p(Ω), ∥ · ∥W 1,p(Ω)) = (C∞(Ω), ∥ · ∥W 1,p(Ω)) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ . ▹ ◃
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Â4.20. Ïîïîâíåííÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (C∞
0 (Ω), ∥ · ∥W 1,p(Ω)) ïîçíà÷à¹òüñÿ

(W 1,p
0 (Ω), ∥ · ∥W 1,p(Ω)) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞ .

Çà âèçíà÷åííÿì, ÿêùî u ∈ W 1,p
0 (Ω) òîäi

u = 0 íà ∂Ω â W 1,p(Ω) .

Êðiì òîãî, W 1,p
0 (Ω) ⊂ W 1,p(Ω) ¹ ïîâíèì ïiäïðîñòîðîì â W 1,p(Ω) .

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè:

1. Íåõàé Ω = { x ∈ Rn : |x| < 1 }, s > 0 i

ψ(x) = |x|−s .

Ïåðåâiðèòè, ùî

ψ ∈ Lp(Ω) ⇔ p s < n; ψ ∈ W 1,p(Ω) ⇔ p (s+ 1) < n ;

i (ψ − 1) ∈ W 1,p
0 (Ω) ⇔ p (s+ 1) < n .

2. Íåõàé Ω = { x ∈ Rn : |x| < 1 } i

u(x) =
x

|x|
.

Ïåðåâiðèòè, ùî u(x) ∈ W 1,p(Ω)n ïðè 1 ≤ p < n.

3. Íåõàé Ω = { x ∈ R2 : |x| < 1/2 }, 0 < s < 1/2 i

v(x) = | lg |x| |s .

Ïåðåâiðèòè, ùî v(x) ∈W 1,2(Ω), v(x) ∈ Lp(Ω) ïðè 1 ≤ p <∞ àëå v(x) ∈/ L̃∞(Ω).)
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5. Çàäà÷à Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî öiëîãî m ≥ 1 âèçíà÷èìî íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði C∞(Ω) íîðìè

∥u∥Wm,p(Ω) =
(
∥u∥pLp(Ω) + ∥∇u∥pLp(Ω)n + . . .+ ∥∇mu∥pLp(Ω)nm

) 1
p

ïðè 1 ≤ p <∞,

∥u∥Wm,∞ = max
{
∥u∥L∞(Ω), ∥∇u∥L∞(Ω)n, . . . , ∥∇mu∥L∞(Ω)nm

}
ïðè p = ∞.

Â5.1. Ïîïîâíåííÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (C∞(Ω), ∥ · ∥Wm,p(Ω)) ïîçíà÷à¹òüñÿ

(Wm,p(Ω), ∥ · ∥Wm,p(Ω)) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞

i íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà m-ãî ïîðÿäêó iíòåãðîâàíèõ ó ñòóïåíi p (êëàñiâ

åêâiâàëåíòíèõ) ôóíêöié íà Ω.

Ïîïîâíåííÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (C∞
0 (Ω), ∥ · ∥Wm,p(Ω)) ïîçíà÷à¹òüñÿ

(Wm,p
0 (Ω), ∥ · ∥Wm,p(Ω)) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞.

Òàêèì ÷èíîì, Wm,p
0 (Ω) ⊂ Wm,p(Ω) ¹ ïîâíèì ïiäïðîñòîðîì â Wm,p(Ω) .

Òåîðåìà 5.2. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð m-ãðàäi¹íòà ∇m ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð

ç (C∞(Ω), ∥ · ∥Wm,p(Ω)) â (Lp(Ω)n
m

, ∥ · ∥Lp(Ω)nm), 1 ≤ p ≤ ∞.

Òîäi ∇m ∈ B(C∞(Ω), Lp(Ω)n
m

), ∃ 1 ∇m ∈ B(Wm,p(Ω), Lp(Ω)n
m

) :

∇m(v) = ∇m(v) ∀ v ∈ C∞(Ω)

i

∥∇m ∥B(Wm,p(Ω),Lp(Ω)nm) = 1.

▹ Íåõàé u ∈ C∞(Ω) . Òîäi ∇mu ∈ C∞(Ω)n
m ⊂ Lp(Ω)n

m

i

∥∇mu∥Lp(Ω)nm ≤
(
∥u∥pLp(Ω) + . . .+ ∥∇mu∥pLp(Ω)nm

) 1
p
= ∥u∥Wm,p(Ω) ïðè 1 ≤ p <∞,

∥∇mu∥L∞(Ω)nm ≤ max
{
∥u∥L∞(Ω), . . . , ∥∇um∥L∞(Ω)nm

}
= ∥u∥Wm,∞(Ω) ïðè p = ∞.

Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 4.1. ◃

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Ïåðåâiðèòè, ùî

∇m(v) = ∇m
(v) ∀ v ∈ Wm,p(Ω) ïðè 1 ≤ p ≤ ∞. )
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Âiäîìî, ùî Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∇u ∈ Lp(Ω)n, . . . ,∇m
u ∈ Lp(Ω)n

m} ïðè

1 ≤ p <∞. Âèçíà÷èìî

W̃m,∞(Ω) = {u ∈ L̃∞(Ω) : ∇u ∈ L̃∞(Ω)n, . . . ,∇m
u ∈ L̃∞(Ω)n

m},

i W̃m,∞
0 (Ω) = W̃m,∞(Ω) ∩Wm,1

0 (Ω). Òîäi Wm,∞(Ω) ⊂ W̃m,∞(Ω).

Ïðè p = 2 ïðîñòið (Wm,p(Ω), ∥·∥Wm,p(Ω)) ¹ ãiëüáåðòîâèì ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(u, v)Wm,p(Ω) =
∫
Ω

u v d x+
∫
Ω

(∇u,∇v) d x + . . .+
∫
Ω

(∇mu,∇mv) d x,

äå çàçâè÷àé ïèøóòü ∇ çàìiñòü ∇. Òàêi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ïîçíà÷àþòüñÿ òàêîæ

(Hm(Ω), ∥ · ∥Hm(Ω)) = (Wm,2(Ω), ∥ · ∥Wm,2(Ω))

i (Hm
0 (Ω), ∥ · ∥Hm(Ω)) = (Wm,2

0 (Ω), ∥ · ∥Wm,2(Ω)).

Çîêðåìà, ïðîñòið (H1
0(Ω), ∥ · ∥H1(Ω)) íàä R ¹ ãiëüáåðòîâèì ç ñêàëÿðíèì äî-

áóòêîì

(u, v)H1(Ω) =
∫
Ω

u(x) v(x) d x+
∫
Ω

(∇u(x),∇v(x)) d x.

Òåîðåìà 5.3 (íåðiâíiñòü Ôðiäðiõñà). Íåõàé u ∈ H1
0(Ω). Òîäi iñíó¹ ïîñòiéíà

C = C(Ω) òàêà, ùî

∥u∥L2(Ω) ≤ C ∥∇u∥L2(Ω)n.

▹ Äîñèòü äîâåñòè öþ íåðiâíiñòü äëÿ u ∈ C∞
0 (Ω), îñêiëüêè C∞

0 (Ω) ùiëüíî

â H1
0(Ω) çà âèçíà÷åííÿì. Îáëàñòü Ω îáìåæåíà. Òîìó, ìîæíà ââàæàòè, ùî äëÿ

i = 1, . . . , n iñíóþòü li > 0 òàêi, ùî

Ω ⊂ Π = {x = (x1, . . . , xn) : 0 < xi < li, i = 1, . . . , n }

i u ∈ C∞
0 (Π). Äëÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ u ìà¹ìî

u(x1, x
′) =

x1∫
0

∂u(y1, x
′)

∂y1
d y1,

äå

x′ ∈ Π′ = {x′ = (x2, . . . , xn) : 0 < xi < li, i = 2, . . . , n }.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà i |∫ (·)d x| ≤ ∫ | · |d x, îòðèìó¹ìî
u(x1, x

′)2 =

 x1∫
0

∂u(y1, x
′)

∂y1
d y1


2

≤
 x1∫

0

∣∣∣∣∣∣∂u(y1, x
′)

∂y1

∣∣∣∣∣∣ d y1

2

≤

≤


 x1∫

0

∣∣∣∣∣∣∂u(y1, x
′)

∂y1

∣∣∣∣∣∣
2

d y1


1/2  x1∫

0

1 d y1


1/2

2

≤ x1

l1∫
0

∣∣∣∣∣∣∂u(y1, x
′)

∂y1

∣∣∣∣∣∣
2

d y1.

Iíòåãðóþ÷è öþ íåðiâíiñòü ïî Π, ìà¹ìî

∫
Π

u(x)2d x ≤
l1∫
0

∫
Π′

x1
l1∫
0

∣∣∣∣∣∣∂u(y1, x
′)

∂y1

∣∣∣∣∣∣
2

d y1

 d x1d x′ =

=
l21
2

∫
Π

∂u(x)
∂x1

2

d x ≤ l21
2

∫
Π


∂u(x)
∂x1

2

+ . . .+

∂u(x)
∂xn

2
 d x. ◃

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Äîâåñòè òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.3' (íåðiâíiñòü Ôðiäðiõñà äëÿ W 1,p
0 (Ω)). Íåõàé u ∈ W 1,p

0 (Ω) ïðè

1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi iñíó¹ ïîñòiéíà C = C(Ω) òàêà, ùî

∥u∥Lp(Ω) ≤ C ∥∇u∥Lp(Ω)n. ▹ ◃ )

Ç íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà âèõîäèòü, ùî íîðìè ∥·∥H1(Ω) i ∥·∥H1
0 (Ω)

= ∥∇(·)∥L2(Ω)n

¹ åêâiâàëåíòíèìè íà H1
0(Ω). Äiéñíî, äëÿ u ∈ H1

0(Ω) ìà¹ìî íàñòóïíi íåðiâíîñòi

∥u∥2H1
0 (Ω)

= ∥∇u∥2L2(Ω)n ≤ ∥u∥2L2(Ω) + ∥∇u∥2L2(Ω)n = ∥u∥2H1(Ω) ≤

≤ (1 + C2)∥∇u∥2L2(Ω)n = (1 + C2)∥u∥2H1
0 (Ω)

.

Òàêèì ÷èíîì, H1
0(Ω) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(u, v)H1
0 (Ω)

=
∫
Ω

(∇u(x),∇v(x)) d x.

Ôiêñó¹ìî f ∈ L2(Ω) i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë

F (v) =
∫
Ω

f(x) v(x) d x ∀ v ∈ H1
0(Ω).
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Öåé ôóíêöiîíàë ¹ ëiíiéíèì çà âèçíà÷åííÿì. Ç íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà âèòiêà¹, ùî

öåé ôóíêöiîíàë ¹ îáìåæåíèì, à ç òåîðåìè Ðiññà îòðèìó¹ìî, ùî

∃ 1 u ∈ H1
0(Ω) :

∫
Ω

(∇u(x),∇v(x)) d x =
∫
Ω

f(x) v(x) d x ∀ v ∈ H1
0(Ω). (5.1)

Çîêðåìà, öÿ ðiâíiñòü âèêîíàíà ∀ v ∈ C∞
0 (Ω) i ÿêùî u ∈ C2(Ω) , òîäi iíòåãðó-

þ÷è ÷àñòèíàìè, ìà¹ìî

−
∫
Ω

(∆u(x)) v(x) d x =
∫
Ω

f(x) v(x) d x ∀ v ∈ C∞
0 (Ω), (5.2)

äå

∆u(x) = div(∇u(x)) = ∂2u(x)

∂x21
+ . . .+

∂2u(x)

∂x2n
.

Òåîðåìà 5.4 (îñíîâíà ëåìà âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ). Íåõàé ψ ∈ Lp(Ω) ïðè

1 ≤ p ≤ ∞ òàêà, ùî

∫
Ω

ψ(x) v(x) d x = 0 ∀ v ∈ C∞
0 (Ω).

Òîäi ψ = 0 â Lp(Ω) .

▹ Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, âèïàäîê p = 2. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ψ ∈ C∞
0 (Ω),

îñêiëüêè C∞
0 (Ω) ùiëüíî â L2(Ω). Îòæå,

∫
Ω ψ(x)

2 d x = 0 i òîìó ψ = 0. ◃

Òàêèì ÷èíîì, ç (5.2) âèòiêà¹, ùî

−∆u = f â Ω (5.3)

i

u = 0 íà ∂Ω â H1(Ω). (5.4)

Çàäà÷à (5.3),(5.4) íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ çàäà÷åþ Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàñ-

ñîíà.

Âiäïîâiäíî, çàäà÷à: çíàéòè u ∈ H1
0(Ω) :∫

Ω

(∇u(x),∇v(x)) d x =
∫
Ω

f(x) v(x) d x ∀ v ∈ H1
0(Ω)

íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêîþ (àáî âàðiàöiéíîþ) ôîðìîþ îäíîðiäíî¨ çàäà÷i Äiðèõëå (5.4)

äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà (5.3). Ç (5.1) âèòiêà¹ òàêà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5.5 ( ∃ 1 ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà). Íåõàé

f ∈ L2(Ω). Òîäi

∃ 1 u ∈ H1
0(Ω) :

∫
Ω

(∇u(x),∇v(x)) d x =
∫
Ω

f(x) v(x) d x ∀ v ∈ H1
0(Ω). ▹ ◃

Íàäàëi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.6 (Õàíà-Áàíàõà). Íåõàé H ¹ íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì íàä R, L ⊂

H ¹ ïiäïðîñòîðîì â H i f ∈ B(L,R) ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà L. Òîäi iñíó¹

F ∈ B(H,R) òàêèé, ùî

F (x) = f(x) äëÿ x ∈ L

i

∥F∥B(H,R) = ∥f∥B(L,R). ▹ ◃

Òåîðåìà 5.7. Íåõàé H ¹ íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì íàä R i x0 ∈ H : x0 ̸= 0.

Òîäi iñíó¹ F ∈ B(H,R) òàêèé, ùî

F (x0) = ∥x0∥H

i

∥F∥B(H,R) = 1.

▹ Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ïiâïðîñòið L = { x : x = tx0, t ∈ R } i âèçíà÷èìî

f(x) = t∥x0∥H . Òîäi f(x0) = ∥x0∥H i

|f(x)| = |t|∥x0∥H = ∥x∥H ,

òîáòî ∥f∥B(L,R) = 1. Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 5.6. ◃

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð A : X → Y , äå X i Y ¹ íîðìîâàíèìè ïðî-

ñòîðàìè. Íåõàé φ ∈ Y ∗ = B(Y,R). Òîäi φ âèçíà÷åíèé ïðè y = Ax ∀x ∈ X

i

φ(y) = φ(Ax) = f(x)

¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà X, òîáòî f ∈ X∗ = B(X,R).
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Òàêèì ÷èíîì, êîæíîìó φ ∈ Y ∗ çiñòàâëåíèé äåÿêèé f ∈ X∗, òîáòî âèçíà÷åíî

ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

B : Y ∗ → X∗.

Öå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ñïðÿæåíèì äî A i ïîçíà÷à¹òüñÿ A∗.

Ðiâíiñòü φ(y) = f(x) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

f = A∗φ.

Òåîðåìà 5.8. Íåõàé X i Y ¹ íîðìîâàíèìè ïðîñòîðàìè òà A ∈ B(X, Y ).

Òîäi A∗ ∈ B(Y ∗, X∗) i

∥A∗∥B(Y ∗,X∗) = ∥A∥B(X,Y ).

▹ Çà âèçíà÷åííÿì

|(A∗φ)(x)| = |f(x)| = |φ(Ax)| ≤ ∥φ∥Y ∗∥Ax∥Y ≤ ∥φ∥Y ∗∥A∥B(X,Y )∥x∥X ,

çâiäêè

sup
x̸=0

|(A∗φ)(x)|
∥x∥X

= ∥A∗φ∥X∗ ≤ ∥φ∥Y ∗∥A∥B(X,Y ).

Îòæå, A∗ : Y ∗ → X∗ ¹ îáìåæåíèì i

∥A∗∥B(Y ∗,X∗) ≤ ∥A∥B(X,Y ).

Íåõàé x0 ∈ X : x0 ̸= 0. Çà òåîðåìîþ 5.7 iñíó¹ φ0 ∈ Y ∗ òàêèé, ùî ∥φ0∥Y ∗ = 1

i

φ0(Ax0) = ∥Ax0∥Y .

Çà âèçíà÷åííÿì

∥Ax0∥Y = φ0(Ax0) = |f0(x0)| ≤ ∥f0∥X∗∥x0∥X =

= ∥A∗φ0∥X∗∥x0∥X ≤ ∥A∗∥B(Y ∗,X∗)∥φ0∥Y ∗∥x0∥X = ∥A∗∥B(Y ∗,X∗)∥x0∥X ,

çâiäêè ∥A∥B(X,Y ) ≤ ∥A∗∥B(Y ∗,X∗), òîáòî

∥A∗∥B(Y ∗,X∗) = ∥A∥B(X,Y ). ◃
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Â5.9.Ìíîæèíà ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà H1
0(Ω) ïîçíà÷à¹òüñÿ H

−1(Ω), òîáòî

H−1(Ω) = H1
0(Ω)

∗ = B(H1
0(Ω),R).

Çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà φ ∈ H−1(Ω) íà åëåìåíòi v ∈ H1
0(Ω) ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê

φ(v) = ⟨φ, v⟩.

Äëÿ f ∈ L2(Ω) i v ∈ H1
0(Ω) âèðàç

⟨f, v⟩ =
∫
Ω

f(x) v(x) d x

âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé îáìåæåíèé ôóíêöiîíàë i òîìó

L2(Ω) = L2(Ω)∗ ⊂ H−1(Ω).

Êðiì òîãî, çà âèçíà÷åííÿì H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω). Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.5' ( ∃ 1 ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà). Íåõàé

f ∈ H−1(Ω). Òîäi

∃ 1 u ∈ H1
0(Ω) :

∫
Ω

(∇u(x),∇v(x)) d x = ⟨f, v⟩ ∀ v ∈ H1
0(Ω). ▹ ◃

Îïåðàòîð ãðàäi¹íòà ∇ : H1
0(Ω) → L2(Ω)n ¹ âèçíà÷åíèì i ∥∇∥B(H1

0 (Ω),L
2(Ω)n) = 1.

Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð

∇∗ : L2(Ω)n → H−1(Ω)

¹ âèçíà÷åíèì i ∥∇∗∥B(L2(Ω)n,H−1(Ω)) = 1. Îïåðàòîð ∇∗ íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì

óçàãàëüíåíî¨ äèâåðãåíöi¨ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ∇∗ = −div.

Äëÿ u ∈ H1
0(Ω) i φ ∈ L2(Ω)n ìà¹ìî

φ(∇u) = ⟨φ,∇u⟩ =
∫
Ω

(φ(x),∇u(x)) d x = −⟨divφ, u⟩ = (∇∗φ)(u).

Öþ ðiâíiñòü ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê óçàãàëüíåíó ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-

ìè. Äëÿ u ∈ C∞
0 (Ω) i φ ∈ C∞

0 (Ω)n öÿ ôîðìóëà ïðèéìà¹ âèãëÿä

∫
Ω

(φ(x),∇u(x)) d x = −
∫
Ω

(divφ)u d x,
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äå

divφ = div (φ1, . . . , φn) =
∂φ1

∂x1
+ . . .+

∂φn

∂xn
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óçàãàëüíåíó ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, òåîðåìó 5.5'

ìîæíà ïåðåïèñàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi.

Òåîðåìà 5.5� ( ∃ 1 ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà). Íåõàé

f ∈ H−1(Ω). Òîäi

∃ 1 u ∈ H1
0(Ω) : −⟨∆u, v⟩ = ⟨f, v⟩ ∀ v ∈ H1

0(Ω),

äå ∆u = div∇u. ▹ ◃

Àáî ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi.

Òåîðåìà 5.5� ' ( ∃ 1 ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà). Íåõàé

f ∈ H−1(Ω). Òîäi ∃ 1 u ∈ H1
0(Ω) :

−∆u = f â H−1(Ω) (5.1′)

i

u = 0 íà ∂Ω â H1(Ω). (5.2′)
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6. Ðÿäè Ôóð'¹.

Ëiíiéíèé ïðîñòið H íàä C (àáî R ) ç äåÿêèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì φ(·, ·) íà-

çèâà¹òüñÿ ïåðåäãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì (H,φ). Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ¹ ñïðÿæåíî-

áiëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì φ : H ×H → C òàêèì, ùî äëÿ ∀ a, b ∈ H öåé ôóíê-

öiîíàë çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

i) φ(a, b) = φ(b, a) ; ii) φ(a, a) ≥ 0 ;

iii) φ(a, a) = 0 ⇔ a = θ .

Ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið (H,φ) ¹ íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì (H, ∥ · ∥H), äå

∥a∥H =
√
φ(a, a) ∀ a ∈ H.

Ïîâíèé ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið (H,φ) íàçèâà¹òüñÿ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü φ(a, b) = ⟨a, b⟩H , φ(a, b) = (a, b)H àáî φ(a, b) = (a, b).

Íîðìîâàíèé ïðîñòið (L, ∥ · ∥L) íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî iñíóþòü

ëiíiéíî íåçàëåæíi {wi}∞i=1 ⊂ L (òîáòî {wi}mi=1 ëiíiéíî íåçàëåæíi äëÿ m ∈ N)

òàêi, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið

L̃ = { v ∈ L : v =
m∑
i=1

αiwi , αi ∈ C, m ∈ N }

¹ ùiëüíèì â L. Òîáòî ∀ v ∈ L, ∀ ε > 0 çíàéäóòüñÿ m ∈ N i α1, . . . , αm òàêi, ùî∥∥∥∥∥∥ v −
m∑
i=1

αiwi

∥∥∥∥∥∥
L

< ε .

ßêùî {wi}mi=1 ëiíiéíî íåçàëåæíi, òîäi

{wi}mi=1 = Lin{w1, . . . , wm } = {
m∑
i=1

αiwi , αi ∈ C }

íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ åëåìåíòiâ {wi}mi=1. Òàêèì ÷èíîì L̃ =
∪
m {wi}mi=1.

Ñèñòåìà åëåìåíòiâ {ei}∞i=1 ⊂ H ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩) íàçè-

âà¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíîþ, ÿêùî

⟨ei, ej⟩ = 0 äëÿ i ̸= j i ∥ ei∥ = 1 äëÿ i, j = 1, 2, . . . .
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(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Ïåðåâiðèòè, ùî îðòîíîðìîâàíà ñèñòå-

ìà {ei}∞i=1 ⊂ H ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.)

Òåîðåìà 6.1 (Øìiäò). Íåõàé ñèñòåìà åëåìåíòiâ {wi}∞i=1 ⊂ H ïåðåäãiëüáåð-

òîâîãî ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩) íàä C ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Òîäi iñíó¹ îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {ej}∞j=1 ⊂ H òàêà, ùî

em ∈ {wi}mi=1 = Lin{w1, . . . , wm }

äëÿ êîæíîãî m = 1, 2, . . ., òîáòî {ej}mj=1 = {wi}mi=1 äëÿ êîæíîãî m = 1, 2, . . ..

▹ Âèçíà÷èìî e1 =
w1

∥w1∥ , äå ∥w1∥ ̸= 0, îñêiëüêè ñèñòåìà {wi}∞i=1 ⊂ H ¹ ëiíiéíî

íåçàëåæíîþ. Íåõàé

g2 = w2 − α21e1 .

Âèáåðåìî α21 ∈ C òàê, ùîá

⟨g2, e1⟩ = 0 .

Òîäi α21 = ⟨w2, e1⟩ âèçíà÷åíî îäíîçíà÷íî. Âèçíà÷èìî e2 = g2
∥g2∥ ∈ {wi}2i=1, äå

∥g2∥ ̸= 0, îñêiëüêè, ÿêùî g2 = θ òîäi w1, w2 ëiíiéíî çàëåæíi.

Äàëi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iíäóêöiÿ. Íåõàé e1, . . . , ek−1 âæå âèáðàíi. Ðîçãëÿíåìî

gk = wk − αk1e1 − αk2e2 − . . .− αk,k−1ek−1

i âèáåðåìî αk1, . . . , αk,k−1 ∈ C òàê, ùîá

⟨gk, e1⟩ = 0 , ⟨gk, e2⟩ = 0 , . . . , ⟨gk, ek−1⟩ = 0 .

Òîäi αk1 = ⟨wk, e1⟩, . . . , αk,k−1 = ⟨wk, ek−1⟩ âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî. Òàêèì ÷èíîì

ek =
gk
∥gk∥ ∈ {wi}ki=1, äå gk ̸= θ, îñêiëüêè w1, w2, . . . , wk ëiíiéíî íåçàëåæíi. ◃

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Ïåðåâiðèòè, ùî ñèñòåìà {enx2π
√
−1 :

n = 0,±1,±2, . . . } ⊂ L2(0, 1) ¹ îðòîíîðìîâàíîþ.)

Â6.2. Íåõàé ñèñòåìà {ek}∞k=1 ⊂ H ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩) ¹

îðòîíîðìîâàíîþ i h ∈ H. Òîäi ÷èñëà

ϕk = ⟨h, ek⟩

íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ åëåìåíòó h ∈ H ïî ñèñòåìi {ek}∞k=1, à ðÿä
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∞∑
k=1

ϕk ek , äå ϕk = ⟨h, ek⟩,

íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹ åëåìåíòó h ∈ H ïî ñèñòåìi {ek}∞k=1.

Òåîðåìà 6.3. Íåõàé ñèñòåìà åëåìåíòiâ {ek}∞k=1 ⊂ H ïåðåäãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩) ¹ îðòîíîðìîâàíîþ i {ϕk}∞k=1 ⊂ C ¹ êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹

åëåìåíòó h ∈ H. Òîäi ðÿä
∑∞

k=1 |ϕk|2 ¹ çáiæíèì i
∞∑
k=1

|ϕk|2 ≤ ∥h∥2H . (6.1)

▹ Äëÿ m ∈ N áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî∥∥∥∥∥∥h−
m∑
k=1

ϕk ek

∥∥∥∥∥∥
2

H

= ∥h∥2H −
m∑
k=1

|ϕk|2 (6.2)

i òîìó
m∑
k=1

|ϕk|2 ≤ ∥h∥2H . ◃

Íåðiâíiñòü (6.1) íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ Áåññåëÿ.

Ç ðiâíîñòi (6.2) äëÿ êîæíîãî m ∈ N âiäðàçó âèõîäèòü, ùî
m∑
k=1

ϕk ek → h ïðè m→ ∞ ( òîáòî h =
∞∑
k=1

ϕk ek )

⇔
∞∑
k=1

|ϕk|2 = ∥h∥2H . (6.3)

Öÿ ðiâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ ðiâíiñòþ Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà. ßêùî ðiâíiñòü (6.3) âè-

êîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî h ∈ H, òîäi îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {ek}∞k=1 ⊂ H íàçè-

âà¹òüñÿ çàìêíåíîþ â ñåíñi Ñòåêëîâà.

Òåîðåìà 6.4 (î ìiíiìàëüíîñòi êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹) Íåõàé ñèñòåìà åëåìåí-

òiâ {ek}∞k=1 ⊂ H ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩) ¹ îðòîíîðìîâàíîþ i

{ϕk}∞k=1 ¹ êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ åëåìåíòó h∈H. Òîäi äëÿ êîæíîãî m∈N ìà¹ìî

min
α1,...,αm

∥∥∥∥∥∥h−
m∑
k=1

αk ek

∥∥∥∥∥∥
2

H

=

∥∥∥∥∥∥h−
m∑
k=1

ϕk ek

∥∥∥∥∥∥
2

H

.

▹ Äëÿ m ∈ N áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî∥∥∥∥∥∥h−
m∑
k=1

αk ek

∥∥∥∥∥∥
2

H

= ∥h∥2H −
m∑
k=1

|ϕk|2 +
m∑
k=1

|ϕk − αk|2.

i òîìó ìiíiìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè äîñÿãà¹òüñÿ ïðè αk = ϕk äëÿ k = 1, . . . ,m. ◃
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Òåîðåìà 6.5. Íåõàé ñèñòåìà åëåìåíòiâ {ek}∞k=1 ⊂ H ïåðåäãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩) ¹ îðòîíîðìîâàíîþ i ùiëüíîþ â H. Òîäi äëÿ êîæíîãî h ∈ H

ìà¹ìî

h =
∞∑
k=1

ϕk ek .

▹ Ñèñòåìà {ek}∞k=1 ¹ ùiëüíîþ â H. Òîáòî ∀h ∈ H, ∀ ε > 0 çíàéäóòüñÿ

Nε ∈ N i α1, . . . , αNε
òàêi, ùî∥∥∥∥∥∥h−

Nε∑
k=1

αkek

∥∥∥∥∥∥
2

H

< ε .

Çâiäêè i ç ìiíiìàëüíîñòi êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ϕk = ⟨h, ek⟩ âèõîäèòü, ùî∥∥∥∥∥∥h−
Nε∑
k=1

ϕkek

∥∥∥∥∥∥
2

H

< ε .

Êðiì òîãî, äëÿ m ≥ Nε ç ðiâíîñòi (6.2) ìà¹ìî

0 ≤
∥∥∥∥∥∥h−

m∑
k=1

ϕk ek

∥∥∥∥∥∥
2

H

= ∥h∥2H −
Nε∑
k=1

|ϕk|2 −
m∑

k=Nε+1

|ϕk|2 < ε−
m∑

k=Nε+1

|ϕk|2 < ε .

Òàêèì ÷èíîì
m∑
k=1

ϕk ek → h ïðè m→ ∞ ( òîáòî h =
∞∑
k=1

ϕk ek ) ◃

Òåîðåìà 6.6 (Ôóð'¹). Íåõàé {αk}∞k=1 ⊂ C òàêà, ùî ðÿä
∑∞

k=1 |αk|2 çái-

ãà¹òüñÿ. Òîäi äëÿ êîæíî¨ îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè {ek}∞k=1 ⊂ H ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩) ðÿä
∑∞

k=1 αk ek çáiãà¹òüñÿ i ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêîãî h ∈ H ,

òîáòî

h =
∞∑
k=1

αk ek , äå αk = ⟨h, ek⟩.

▹ Äëÿ m, p ∈ N ç ðiâíîñòi∥∥∥∥∥∥
m+p∑

k=m+1

αk ek

∥∥∥∥∥∥
2

H

=
m+p∑

k=m+1

|αk|2

âèòiêà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü sm =
∑m

k=1 αk ek ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ. Ïðîñòið H ¹

ïîâíèì i òîìó ∃ 1h ∈ H : h =
∑∞

k=1 αk ek.

Êðiì òîãî, äëÿ k ∈ N ç íåïåðåðâíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèõîäèòü, ùî

⟨h, ek⟩ = lim
m→∞⟨sm, ek⟩ = lim

m→∞⟨
m∑
i=1

αi ei, ek ⟩ = αk. ◃
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Òåîðåìà 6.7 (ïðî ùiëüíiñòü ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði). Íåõàé H ¹ ãiëüáåð-

òîâèì ïðîñòîðîì. Òîäi îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà {ek}∞k=1 ⊂ H ùiëüíà â H

⇔ h ∈ H : ⟨h, ek⟩ = 0 ∀ k ∈ N ⇒ h = θ .

▹ (⇒) Íåõàé ñèñòåìà {ek}∞k=1 ùiëüíà â H, òîäi äëÿ ∀h ∈ H âèêîíàíà ðiâíiñòü

Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà (6.3) i òîìó ⟨h, ek⟩ = 0 ∀ k ∈ N ⇒ ∥h∥H = 0 . (⇒) ◃

▹ (⇐) Íåõàé h ∈ H i

∞∑
k=1

ϕk ek , äå ϕk = ⟨h, ek⟩,

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äëÿ h. Ç íåðiâíîñòi Áåññåëÿ (6.1) âèõîäèòü, ùî ðÿä
∑∞

k=1 |ϕk|2

çáiãà¹òüñÿ. Òîäi ç òåîðåìè 6.6 îòðèìó¹ìî, ùî ∃ 1h0 ∈ H :

h0 =
∞∑
k=1

ϕk ek , äå ϕk = ⟨h0, ek⟩.

Òàêèì ÷èíîì ⟨h − h0, ek⟩ = 0 ∀ k ∈ N i òîìó h = h0, òîáòî êîæåí h ∈ H

ìîæå áóòè íàáëèæåíèé ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ

m∑
k=1

ϕk ek

åëåìåíòiâ ñèñòåìè {ek}∞k=1 . Öå îçíà÷à¹, ùî {ek}∞k=1 ùiëüíà â H. (⇐) ◃

Â6.8. Ñèñòåìà åëåìåíòiâ {ek}∞k=1 ⊂ L íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó L íàçèâà¹òüñÿ

áàçèñîì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî l ∈ L çíàéäóòüñÿ {αk}∞k=1 ⊂ C :

l =
∞∑
k=1

αk ek .

Òåîðåìà 6.9. Ó êîæíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ïåðåäãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H

iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ {ek}∞k=1 ⊂ H.

▹ Öÿ òåîðåìà âèòiêà¹ ç âèçíà÷åíü òà òåîðåì 6.1 i 6.5. ◃

Òåîðåìà 6.10 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü). Êîæåí ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðî-

ñòið H íàä C (âiäïîâiäíî íàä R ) ¹ åêâiâàëåíòíèì ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîðó

l2(C) = { {αk}∞k=1 :
∞∑
k=1

|αk|2 <∞, αk ∈ C, k = 1, . . . , n, . . .}

(âiäïîâiäíî l2(R)).
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▹ Â H iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ {ek}∞k=1 ⊂ H ÷åðåç òåîðåìó 6.9. Âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿ φ : H → l2(C) ñïiââiäíîøåííÿì

h 7→ {ϕk}∞k=1, äå ϕk = ⟨h, ek⟩.

Ç òåîðåìè 6.3 âèòiêà¹, ùî öå âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíå (òîáòî {ϕk}∞k=1 ∈ l2(C)), à

ç òåîðåìè 6.6 âèòiêà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ ¹ ëiíiéíèì i âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì.

Êðiì òîãî, ÿêùî h 7→ φ(h) = {ϕk}∞k=1 i l 7→ φ(l) = {αk}∞k=1 , òîäi ç íåïåðåðâ-

íîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèòiêà¹, ùî

⟨h, l⟩H = lim
m→∞⟨

m∑
k=1

ϕk ek,
m∑
i=1

αi ei ⟩H = lim
m→∞

m∑
k=1

ϕkαk =
∞∑
k=1

ϕkαk = ⟨φ(h), φ(l)⟩l2,

∥h∥2H =
∞∑
k=1

|ϕk|2 = ∥φ(h)∥2l2, ∥l∥2H =
∞∑
k=1

|αk|2 = ∥φ(l)∥2l2,

òîáòî âiäîáðàæåííÿ φ çáåðiãà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê i íîðìè. ◃

Ç òåîðåìè 6.10 áåçïîñåðåäíüî âèòiêà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.11 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ). Ñåïàðàáåëüíi

ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè H1 i H2 íàä C (âiäïîâiäíî íàä R) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. ▹ ◃

Ç íàâåäåíèõ òåîðåì âèõîäèòü, ùî ÿêùî {ek}∞k=1 ⊂ H âèçíà÷à¹ îðòîíîðìîâàíó

ñèñòåìó ó ñåïàðàáåëüíîìó ïåðåäãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði (H, ⟨·, ·⟩H), òîäi ïîïîâ-

íåííÿ öüîãî ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩H) ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíiñòþ

H = {h =
∞∑
k=1

ϕk ek : {ϕk}∞k=1 ∈ l2(C) }

i

⟨h, l⟩H =
∞∑
k=1

ϕkαk

äëÿ h =
∑∞

k=1 ϕkek i l =
∑∞

k=1 αkek.

Íàïðèêëàä, ïðè i =
√
−1 ñèñòåìà {exm 2π i : m = 0,±1,±2, . . . } ⊂ C0[0, 1] ¹

îðòîíîðìîâàíîþ (ùîäî L2(0, 1)-äîáóòêó) ó ñåïàðàáåëüíîìó ïðîñòîðó C0[0, 1] i

C0[0, 1] = L2(0, 1) = {h(x) =
∞∑

m=−∞
ϕm e

xm 2π i :
∞∑

m=−∞
|ϕm|2 <∞} ,

⟨h, l⟩L2(0,1) =
∞∑

m=−∞
ϕmαm , ∥h∥2L2(0,1) =

∞∑
m=−∞

|ϕm|2

äëÿ h =
∞∑

m=−∞
ϕme

xm 2π i i l =
∞∑

m=−∞
αme

xm 2π i (äå eϱ i= cos ϱ+ i sin ϱ, ϱ ∈ [0, 2π]).
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Àíàëîãi÷íî, öÿ ñèñòåìà {exm 2π i : m = 0,±1,±2, . . . } ⊂ C∞[0, 1] ¹ îðòîíîð-

ìîâàíîþ â C∞[0, 1] (ùîäî L2(0, 1)-äîáóòêó) i òîìó

C∞[0, 1] = L2(0, 1) = {h(x) =
∞∑

m=−∞
ϕm e

xm 2π i :
∞∑

m=−∞
|ϕm|2 <∞} .

Áiëüø òîãî, ïðîñòið òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Trig [0, 1] = {h ∈ C∞[0, 1] : h(x) =
M∑

m=−M

ϕm e
xm 2π i, ϕm ∈ C, M ∈ N }

¹ ùiëüíèì â L2(0, 1) (îñêiëüêè C∞[0, 1] = L2(0, 1)). Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

Trig [0, 1] = L2(0, 1) = {h(x) =
∞∑

m=−∞
ϕm e

xm 2π i :
∞∑

m=−∞
|ϕm|2 <∞}.

Ïðèêëàä 6.12. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ, ìà¹ìî

cos (ϱ+φ)+ i sin (ϱ+φ) = eϱ i+φ i = eϱ i · eφ i = ( cos ϱ+ i sin ϱ )( cosφ+ i sinφ ) =

= ( cos ϱ cosφ− sin ϱ sinφ ) + i ( sin ϱ cosφ+ cos ϱ sinφ ) ,

òîáòî ïåðåâiðåíî, íàïðèêëàä, ùî sin (ϱ+ φ) = sin ϱ cosφ + cos ϱ sinφ .

Äëÿ x ∈ Rn i m ∈ Zn âèçíà÷èìî

e(x,m) 2π i = e(x1 m1 +...+xn mn) 2π i = ex1 m1 2π i · . . . · exn mn 2π i,

Trig [0, 1]n= {h ∈ C∞[0, 1]n : h(x) =
∑

m∈Zn : |m|≤M

ϕm e
(x,m) 2π i, ϕm ∈ C, M ∈ N } .

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ñèñòåìà {e(x,m) 2π i : m ∈ Zn } ⊂ Trig [0, 1]n ¹

îðòîíîðìîâàíîþ â Trig [0, 1]n (ùîäî L2((0, 1)n)-äîáóòêó) i òîìó

Trig [0, 1]n = L2((0, 1)n) = {h(x) =
∑

m∈Zn

ϕm e
(x,m) 2π i :

∑
m∈Zn

|ϕm|2 <∞} .

Äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n ôóíêöiÿ h(x) ∈ Trig [0, 1]n çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

h(x1, . . . , xk, . . . , xn) = h(x1, . . . , xk + 1, . . . , xn) ,

ÿêi íàçèâàþòüñÿ óìîâàìè 1-ïåðiîäè÷íîñòi i ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó íàñòóïíîìó

âèãëÿäi h(x) = h(x+m) ∀x ∈ Rn, ∀m ∈ Zn. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî l = 1, . . .

i k = 1, . . . , n ôóíêöiÿ h(x) ∈ Trig [0, 1]n çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì
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∂lh(x)

∂lxk

∣∣∣∣∣∣
xk=0

=
∂lh(x)

∂lxk

∣∣∣∣∣∣
xk=1

,

ÿêi íàçèâàþòüñÿ óìîâàìè 1-ïåðiîäè÷íîñòi äëÿ íîðìàëüíèõ ïîõiäíèõ.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ïðîñòið Trig [0, 1]n íàä C ÿê ïåðåäãiëüáåðòiâ ç ñêàëÿð-

íèì äîáóòêîì

(u, v)H1((0,1)n) =
∫

(0,1)n

u(x) v(x) d x+
∫

(0,1)n

(∇u(x),∇v(x)) d x .

Äëÿ u(x) =
∑

{m∈Zn : |m|≤M} ϕm e
(x,m) 2π i ∈ Trig [0, 1]n, ìà¹ìî

∥u∥2H1((0,1)n) = (u, u)H1((0,1)n) =
∑

{m∈Zn : |m|≤M}
(1 + |2πm|2)|ϕm|2 ,

îñêiëüêè

∇u(x) =
∑

{m∈Zn : |m|≤M}
(2πm i)ϕm e

(x,m) 2π i.

Â6.13. Ïîïîâíåííÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (Trig[0, 1]n,∥·∥H1((0,1)n)) ïîçíà÷à¹òüñÿ

(H1
per((0, 1)

n), ∥ · ∥H1((0,1)n))

i íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà ïåðøîãî ïîðÿäêó iíòåãðîâàíèõ ó ñòóïåíi 2

(êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ) 1-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íà (0, 1)n.

Çà âèçíà÷åííÿì H1
per((0, 1)

n) ⊂ H1((0, 1)n), àëå H1
per((0, 1)

n) ̸= H1((0, 1)n),

îñêiëüêè ôóíêöi¨ içH1
per((0, 1)

n) çáåðiãàþòü â ïåâíîìó ñåíñi óìîâè 1-ïåðiîäè÷íîñòi.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òàêîæ, ùî

H1
per((0, 1)

n) = {u(x) =
∑

m∈Zn

ϕm e
(x,m) 2π i :

∑
m∈Zn

(1 + |2πm|2)|ϕm|2 <∞} .

Äëÿ s ∈ R i u(x) =
∑

{m∈Zn : |m|≤M} ϕm e
(x,m) 2π i ∈ Trig [0, 1]n, âèçíà÷åíi òàêîæ

íîðìè

∥u∥2Hs((0,1)n) =
∑

m∈Zn

(1 + |2πm|2)s|ϕm|2 .

Â6.10. Ïîïîâíåííÿ íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (Trig [0, 1]n, ∥ · ∥Hs((0,1)n)) ïîçíà÷à¹òüñÿ

(Hs
per((0, 1)

n), ∥ · ∥Hs((0,1)n))

i íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà s-ãî ïîðÿäêó iíòåãðîâàíèõ ó ñòóïåíi 2 (êëàñiâ

åêâiâàëåíòíèõ) 1-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íà (0, 1)n.
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7. Ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè îñíîâíèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

Â7.1. Íåõàé X,Y ⊂ H ¹ ïiäïðîñòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó H. Òîäi H =

X ⊕ Y ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ X i Y , ÿêùî

∀ a ∈ H ∃ 1 xa , ya : a = xa + ya , äå xa ∈ X i ya ∈ Y.

Êðiì òîãî, ÿêùî H ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì (H, ⟨·, ·⟩H) i X ⊥ Y (òîáòî

⟨x, y⟩H = 0 äëÿ x ∈ X, y ∈ Y ), òîäi

H = X ⊕ Y

¹ ïðÿìîþ îðòîãîíàëüíîþ ñóìîþ X i Y .

Òåîðåìà 7.2 (ïðî ïðîåêöiþ). Íåõàé L ⊂ H ¹ ïîâíèé ïiäïðîñòið ãiëüáåðòî-

âîãî ïðîñòîðà (H, ⟨·, ·⟩H) i a ∈ H. Òîäi ∃ 1 la = PrL(a) (òîáòî ⟨a− la, l⟩H = 0

∀ l ∈ L ) i

∥ a− la∥ = inf
l∈L

∥ a− l ∥ . ▹ ◃

Ç òåîðåìè 7.2 (òåîðåìè 3.10) áåçïîñåðåäíüî âèòiêà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.3 (ïðî ðîçêëàäàííÿ ó ïðÿìó îðòîãîíàëüíó ñóìó). Íåõàé L ⊂ H

¹ ïîâíèé ïiäïðîñòið ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðà (H, ⟨·, ·⟩H). Òîäi

H = L⊕ L⊥ ,

äå L⊥ = {h ∈ H : ⟨h, l⟩H = 0 ∀ l ∈ L }.

▹ Äiéñíî, âèçíà÷èìî la = PrL(a) ∈ L i ha = a− la ∈ L⊥. Òîäi a = la + ha. ◃

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Ïåðåâiðèòè, ùî

L2(0, 1) = C⊕ {h ∈ L2(0, 1) :
1∫
0

h(x) d x = 0 }. )

Â7.4. Ïîñëiäîâíiñòü {xk}∞k=1 ⊂ L íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (L, ∥·∥L) íàçèâà¹òü-

ñÿ ñëàáêî çáiæíîþ äî x ∈ L (ïîçíà÷åííÿ xk ⇀ x), ÿêùî

f(xk) → f(x) ïðè k → ∞ ∀ f ∈ L∗ = B(L,C) .
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Çîêðåìà, ïîñëiäîâíiñòü {xk}∞k=1 ⊂ H ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó (H, ⟨·, ·⟩H) ¹

ñëàáêî çáiæíîþ äî x ∈ H, ÿêùî

⟨xk, h⟩H → ⟨x, h⟩H ïðè k → ∞ ∀h ∈ H = H∗ = B(H,C) .

Ïîñëiäîâíiñòü {xk}∞k=1 ⊂ L íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó (L, ∥·∥L) íàçèâà¹òüñÿ ñèëü-

íî çáiæíîþ äî x ∈ L (ïîçíà÷åííÿ xk → x), ÿêùî

∥xk − x∥L → 0 ïðè k → ∞ .

Òåîðåìà 7.5. Íåõàé (L, ∥ · ∥L) ¹ íîðìîâàíèé ïðîñòið i xk → x. Òîäi

xk ⇀ x .

▹ Äiéñíî, äëÿ êîæíîãî f ∈ L∗ ìà¹ìî

|f(xk)− f(x)| = |f(xk − x)| ≤ ∥f∥L∗∥xk − x∥L → 0 ïðè k → ∞ . ◃

Òåîðåìà 7.6 (ïðî ñëàáêó êîìïàêòíiñòü êóëi). Íåõàé (L, ∥·∥L) ¹ ðåôëåêñèâíèé

ëiíiéíèé ïðîñòið i ïîñëiäîâíiñòü {xk}∞m=1 ⊂ L òàêà, ùî

∥xm∥L ≤M äëÿ äåÿêîãî M ∈ R .

Òîäi iñíóþòü x ∈ L i ïiäïîñëiäîâíiñòü {xm̃}∞m̃=1 ⊂ {xm}∞m=1 ⊂ L òàêi, ùî

xm̃ ⇀ x . ▹ ◃

Öÿ òåîðåìà îçíà÷à¹, ùî êóëÿ BM = {x ∈ L : ∥x∥L ≤ M } â ðåôëåêñèâíîìó

ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ¹ ñëàáî êîìïàêòíîþ.

Òåîðåìà 7.7 (ïðî ñèëüíó êîìïàêòíiñòü êóëi). Íåõàé äëÿ äåÿêîãî M > 0 êóëÿ

BM ¹ ñèëüíî êîìïàêòíîþ â ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði (L, ∥ · ∥L). Òîäi

dimL <∞. ▹ ◃

Öÿ òåîðåìà îçíà÷à¹, ùî ñèëüíà i ñëàáêà çáiæíiñòü íà ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó

ïðîñòîði (L, ∥ · ∥L) ñïiâïàäàþòü òiëüêè, ÿêùî

dimL <∞.
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Ðîçãëÿíåìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið (H, (·, ·)H) íàä R. Âiäîáðàæåííÿ

a : H ×H → R , u, v 7→ a(u, v)

íàçèâà¹òüñÿ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íà H, ÿêùî a(u, v) íåïåðåðâíà i ëiíiéíà ïî êîæ-

íîìó ç àðãóìåíòiâ. Áiëiíiéíà ôîðìà ñèìåòðè÷íà, ÿêùî

a(u, v) = a(v, u) ∀u, v ∈ H .

Òåîðåìà 7.8. Íåõàé a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íà H i um ⇀ u. Òîäi

a(um, v) → a(u, v) ∀v ∈ H .

▹ Ôiêñó¹ìî v ∈ H i ðîçãëÿíåìî fv(u) = a(u, v). Ç âèçíà÷åíü ìà¹ìî fv ∈ H∗ i

fv(um) = a(um, v) → fv(u) = a(u, v) ∀v ∈ H . ◃

Â7.9. Áiëiíiéíà ôîðìà a(u, v) íàçèâà¹òüñÿ êîåðöèòèâíîþ íà H, ÿêùî

∃α > 0 : a(v, v) ≥ α ∥v∥2H ∀ v ∈ H .

Ç âèçíà÷åíü âèõîäèòü, ùî áiëiíiéíà êîåðöèòèâíà ñèìåòðè÷íà ôîðìà a(u, v)

âèçíà÷à¹ íîðìó ∥v∥a =
√
a(v, v) íà H, åêâiâàëåíòíó íîðìi ∥v∥H .

Òåîðåìà 7.10 ( ∃ 1 ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ ðiâíîñòi ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîðó).

Íåõàé H ¹ ñåïàðàáåëüíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì íàä R , a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ

êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ i f ∈ H∗. Òîäi ∃ 1 u ∈ H :

a(u, v) = ⟨f, v⟩ ∀v ∈ H . (7.1)

Êðiì òîãî, âiäîáðàæåííÿ f 7→ u ¹ ëiïøèöåâèì, òîáòî, ÿêùî u, ũ ∈ H

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (7.1), âiäïîâiäíi f, f̃ ∈ H∗, òîäi

∥u− ũ∥H ≤ (1/α)∥f − f̃∥H∗ . (7.2)

▹ Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåðiâíiñòü (7.2). Íåõàé u, ũ ∈ H ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (7.1),

âiäïîâiäíi f, f̃ ∈ H∗, òîáòî

a(u, v) = ⟨f, v⟩ ∀ v ∈ H,

− a(ũ, ṽ) = −⟨f̃ , ṽ⟩ ∀ ṽ ∈ H.
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Âèáèðàþ÷è v = u − ũ ó ïåðøîìó ðiâíÿííi, ṽ = u − ũ ó äðóãîìó ðiâíÿííi i

ñêëàäàþ÷è öi ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî

a(u− ũ, u− ũ) = ⟨f − f̃ , u− ũ⟩ .

Âðàõîâóþ÷è óìîâó êîåðöèòèâíîñòi, ìà¹ìî

α ∥u− ũ∥2H ≤ ∥f − f̃∥H∗∥u− ũ∥H .

Çâiäêè ñëiäó¹ (7.2) i, êðiì òîãî, ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó (7.1) (ÿêùî öåé ðîçâ'ÿçîê

iñíó¹).

H ¹ ñåïàðàáåëüíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì. Òîìó iñíóþòü ëiíiéíî íåçàëåæíi

{wi}∞i=1 ⊂ H òàêi, ùî ïðîñòið

H̃ = { v ∈ H : v =
m∑
i=1

αiwi , ∀αi ∈ R, ∀m ∈ N }

¹ ùiëüíèì â H.

Ôiêñó¹ìî öiëå m > 0 i âèçíà÷èìî ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið

Hm = { v ∈ H : v =
m∑
i=1

αiwi , αi ∈ R } .

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó : çíàéòè um =
∑m

i=1 α
m
i wi ∈ Hm òàêå, ùî

a(um, v) = ⟨f, v⟩ ∀v ∈ Hm . (7.3)

Òàêà çàäà÷à (7.3) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi m ðiâíÿíü

a(um, wj) = ⟨f, wj⟩ , j = 1, . . . ,m ,

äëÿ m êîìïîíåíò αm
i âåêòîðà um =

∑m
i=1 α

m
i wi, òîáòî

m∑
i=1

αm
i a(wi, wj) = ⟨f, wj⟩ , j = 1, . . . ,m . (7.4)

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü βi ∈ R, i = 1, . . . n òàêi, ùî

m∑
i=1

βia(wi, wj) = 0 , j = 1, . . . ,m ,
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òîäi
m∑

i,j=1

βia(wi, wj)βj = 0 ,

òîáòî

a(
m∑
i=1

βiwi,
m∑
j=1

βjwj) = 0 .

Òàêèì ÷èíîì,
∑m

i=1 βiwi = 0 i òîìó βi = 0, i = 1, . . .m, îñêiëüêè wi, i = 1, . . .m

ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Îòæå, ñèñòåìà ðiâíÿíü (7.4) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê i ∃ 1 um ∈ Hm :

a(um, v) = ⟨f, v⟩ ∀v ∈ Hm .

Êðiì òîãî, âèáèðàþ÷è v = um, îòðèìó¹ìî

α∥um∥2H ≤ a(um, um) = ⟨f, um⟩ ≤ ∥f∥H∗∥um∥H ,

òîáòî

∥um∥H ≤ (1/α)∥f∥H∗ ≤M.

Òîìó iñíóþòü u ∈ H i {um̃}∞m̃=1 ⊂ {um}∞m=1 (òåîðåìè 7.6 i 7.8) òàêi, ùî

a(um̃, v) → a(u, v) ∀v ∈ Hm ⊂ H,

òîáòî

a(u, v) = ⟨f, v⟩ ∀v ∈ Hm, ∀m.

Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ ùiëüíiñòþ H̃ â H. ◃

Òåîðåìà 7.11 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü âàðiàöiéíî¨ ðiâíîñòi i çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨).

Íåõàé H ¹ ñåïàðàáåëüíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì íàä R , a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ

ñèìåòðè÷íîþ êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ i f ∈ H∗. Òîäi çàäà÷à

çíàéòè u ∈ H : a(u, v) = ⟨f, v⟩ ∀v ∈ H (7.1)

åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨

çíàéòè u ∈ H : E(v) ≥ E(u) ∀v ∈ H, (7.5)

äå

E(v) = ∥v∥2a − 2 ⟨f, v⟩ = a(v, v)− 2 ⟨f, v⟩.
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▹ (⇒) Íåõàé u ∈ H ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7.1). Òîäi ∥u− v∥2a ≥ 0 ∀ v ∈ H i òîìó

∥u∥2a + ∥v∥2a − 2 a(u, v) ≥ 0,

òîáòî

a(v, v)− 2 ⟨f, v⟩ ≥ −∥u∥2a.

Çâiäêè ñëiäó¹ (7.5), îñêiëüêè −∥u∥2a = a(u, u)− 2 ⟨f, u⟩ â ñèëó (7.1). (⇒) ◃

▹ (⇐) Íåõàé u ∈ H ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7.5). Òîäi äëÿ α ≥ 0 i v ∈ H ìà¹ìî

E(u+ α v) ≥ E(u),

òîáòî α = 0 ðåàëiçó¹ ìiíiìóì ôóíêöi¨ Ψ(α) = E(u+ α v). Îòæå

dΨ(α)

dα

∣∣∣∣∣∣
α=0

≥ 0

äå, íàïðèêëàä,

lim
α→0

a(u+ α v, u+ α v)− a(u, u)

α
=

= lim
α→0

a(u+ α v, u+ α v)− a(u+ α v, u) + a(u+ α v, u)− a(u, u)

α
=

= lim
α→0

a(u+ α v, α v) + a(u, α v)

α
= lim

α→0
a(u+ α v, v) + a(u, v) = 2 a(u, v).

Òàêèì ÷èíîì

2 a(u, v) ≥ 2 ⟨f, v⟩.

Ðîçãëÿäàþ÷è àíàëîãi÷íî ôóíêöiþ Ψ̃(α) = E(u− α v), îòðèìó¹ìî

2 a(u, v) ≤ 2 ⟨f, v⟩. (⇐) ◃

Ïðèêëàä 7.12 (çàäà÷à Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà). Íåõàé Ω ¹ îáëàñòþ

â Rn i H = H1
0(Ω). Òîäi

a(u, v) =
∫
Ω

(∇u,∇v) d x

¹ áiëiíiéíîþ ñèìåòðè÷íîþ êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ íà H1
0(Ω).
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Òàêèì ÷èíîì, äëÿ f ∈ L2(Ω) çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨

çíàéòè u ∈ H1
0(Ω) : E(v) ≥ E(u) ∀v ∈ H1

0(Ω),

äå

E(v) =
∫
Ω

(∇v,∇v) d x− 2
∫
Ω

f v d x,

åêâiâàëåíòíà çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

−∆u = f â H−1(Ω),

u = 0 íà ∂Ω â H1(Ω).

Ïðèêëàä 7.13 (çàäà÷à Äiðèõëå äëÿ äèâåðãåíòíîãî ðiâíÿííÿ). Íåõàé Ω ¹

îáëàñòþ â Rn, H = H1
0(Ω) i ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ A(x) ∈ L̃∞(Ω)n×n òàêà, ùî

αI ≤ A(x) äëÿ x ∈ Ω i äåÿêîãî α > 0. Òîäi

a(u, v) =
∫
Ω

(A(x)∇u(x),∇v(x)) d x

¹ áiëiíiéíîþ ñèìåòðè÷íîþ êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ íà H1
0(Ω).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ f ∈ H−1(Ω) çàäà÷à (7.1) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ

äèâåðãåíòíîãî ðiâíÿííÿ

− div (A(x)∇u) = f â H−1(Ω),

u = 0 íà ∂Ω â H1(Ω).

Ïðèêëàä 7.14 (çàäà÷à Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ iç ïåðåíåñåííÿì). Íåõàé Ω ¹

îáëàñòþ, H = H1
0(Ω) i âåêòîð B(x) ∈ L̃∞(Ω)n òàêèé, ùî divB(x) = 0. Òîäi

a(u, v) =
∫
Ω

(∇u(x),∇v(x)) d x +
∫
Ω

(B(x) · ∇u(x)) v(x) d x

¹ áiëiíiéíîþ êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ íà H1
0(Ω), äå

B(x) · ∇u(x) = B1(x)
∂ u(x)

∂x1
+ . . .+Bn(x)

∂ u(x)

∂xn
.



Ñàíäðàêîâ Ã. Â. Àêòóàëüíi ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè - 2015 67

▹ Ïåðåâiðèìî êîåðöèòèâíiñòü a(u, v). Ìà¹ìî

∫
Ω

(B(x) · ∇v(x)) v(x) d x =
∫
Ω

(B(x) v(x),∇v(x)) d x =

= −
∫
Ω

(div(B(x) v(x))v(x) d x = −
∫
Ω

(B(x) · ∇v(x)) v(x) d x,

îñêiëüêè div(B(x) v(x)) = div(B(x)) v(x) +B(x) · ∇v(x), òîáòî

a(v, v) =
∫
Ω

(∇v(x),∇v(x)) d x. ◃

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ f ∈ H−1(Ω) çàäà÷à (7.1) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ

ðiâíÿííÿ iç ïåðåíåñåííÿì

−∆u + B(x) · ∇u = f â H−1(Ω),

u = 0 íà ∂Ω â H1(Ω).
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8. Ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè.

Òåîðåìà 8.1 ( ∃ 1 ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ ðiâíîñòi ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîðó).

Íåõàé H ¹ ñåïàðàáåëüíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì íàä R , a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ

êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ i f ∈ H∗. Òîäi ∃ 1 u ∈ H :

a(u, v) = ⟨f, v⟩ ∀v ∈ H . ▹ §7 ◃ (8.1)

Òåîðåìà 8.2 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü âàðiàöiéíî¨ ðiâíîñòi i çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨).

Íåõàé H ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì íàä R , a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ ñèìåòðè÷íîþ

êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ i f ∈ H∗. Òîäi çàäà÷à (8.1) åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié

çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨

çíàéòè u ∈ H : E(v) ≥ E(u) ∀v ∈ H, (8.2)

äå E(v) = ∥v∥2a − 2 ⟨f, v⟩ = a(v, v)− 2 ⟨f, v⟩. ▹ §7 ◃

Òåîðåìà 8.3 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü âàðiàöiéíî¨ ðiâíîñòi i íåðiâíîñòi). Íåõàé H

¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì íàä R , a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ

i f ∈ H∗. Òîäi çàäà÷à (8.1) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i

çíàéòè u ∈ H : a(u, v − u) ≥ ⟨f, v − u⟩ ∀ v ∈ H, (8.3)

ÿêà åêâiâàëåíòíà çàäà÷i

çíàéòè u ∈ H : a(v, v − u) ≥ ⟨f, v − u⟩ ∀ v ∈ H. (8.4)

▹ Íàïðèêëàä, âèáèðàþ÷è v = u−w i v = u+w â (8.3), äå w ∈ H, îòðèìó¹ìî

−a(u,w) ≥ −⟨f, w⟩ i a(u,w) ≥ ⟨f, w⟩ ∀w ∈ H,

òîáòî ç (8.3) ⇒ (8.1). Âèáèðàþ÷è v = w − u â (8.1), äå w ∈ H, îòðèìó¹ìî

a(u,w − u) = ⟨f, w − u⟩ ∀w ∈ H,

òîáòî çàäà÷à (8.1) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i (8.3). ◃
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(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Ïåðåâiðèòè, ùî çàäà÷à (8.3) åêâiâà-

ëåíòíà çàäà÷i (8.4).)

Ó âiäìiííîñòi âiä çàäà÷i (8.1) äëÿ âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ, çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨

(8.2) òà çàäà÷i (8.3) i (8.4) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ç îáìåæåííÿìè íà ðiøåííÿ, íà-

ïðèêëàä, âèìàãàþ÷è ùîá ðiøåííÿ u ≥ 0. Òî÷íå ôîðìóëþâàííÿ, íàïðèêëàä, äëÿ

çàäà÷i (8.2) íàñòóïíå.

Ïðèêëàä 8.4. Íåõàé Ω ¹ îáëàñòþ, H = H1
0(Ω), f ∈ L2(Ω) i

K = {v ∈ H1
0(Ω) : v ≥ 0 â Ω } ⊂ H1

0(Ω) .

Äëÿ f ∈ L2(Ω) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨

çíàéòè u ∈ K : E(v) ≥ E(u) ∀v ∈ K, (8.5)

äå

E(v) =
∫
Ω

(∇v,∇v) d x− 2
∫
Ω

f v d x.

Òåîðåìà 8.5. ∃ 1u ∈ K ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8.5), ÿêà åêâiâàëåíòíà çàäà÷i

çíàéòè u ∈ K :
∫
Ω

(∇u,∇(v − u)) d x ≥
∫
Ω

f(v − u) d x ∀ v ∈ K, (8.6)

ÿêà åêâiâàëåíòíà òàêîæ íàñòóïíié çàäà÷i: çíàéòè

u ∈ K :
∫
Ω

(∇v,∇(v − u)) d x ≥
∫
Ω

f(v − u) d x ∀ v ∈ K. ▹ §7,Òåîð. 8.8 i 9.2 ◃

Ïðèêëàä 8.6. Çàäà÷à (8.6) íàçèâà¹òüñÿ âàðiàöiéíîþ íåðiâíiñòþ ç ïåðåøêî-

äîþ. ßêùî u ∈ C2(Ω), òîäi öÿ çàäà÷à åêâiâàëåíòíà çàäà÷i : çíàéòè u ∈ K :

−∆u = f â Ω1, u = 0 â Ω0,

u = 0 íà ∂Ω,

u = 0 íà ∂Ω0 ∩ ∂Ω1,
∂u

∂ν
= 0 íà ∂Ω0 ∩ ∂Ω1,

äå ν = (ν1, . . . , νn) ¹ íîðìàëëþ äî ∂Ω0 ∩ ∂Ω1,

Ω1 = {x ∈ Ω : u(x) > 0}, Ω0 = {x ∈ Ω : u(x) = 0}, ∂u

∂ν
= ν1

∂u

∂x1
+. . .+νn

∂u

∂xn
.
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▹ Íåõàé u ∈ K çàäîâîëüíÿ¹ (8.6) ∀ v ∈ K i φ ∈ C∞
0 (Ω1). Òîäi çíàéäåòüñÿ α ∈ R

òàêå, ùî u(x) ≥ α > 0 ïðè x ∈ suppφ. Ïðîäîâæóþ÷è φ íóëåì íà Ω0, ìà¹ìî

v = u± εφ ≥ 0 â Ω

ïðè 0 < ε < α [ max |φ(x)| ]−1, òîáòî v ∈ K.

Âèáèðàþ÷è òàêå v ∈ K â (8.6), îòðèìó¹ìî

± ε
∫
Ω

(∇u,∇φ) d x ≥ ± ε
∫
Ω

fφ d x ∀φ ∈ C∞
0 (Ω1)

àáî ∫
Ω

(−∆u− f)φdx = 0 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω1) ,

òîáòî

−∆u = f â Ω1, u = 0 â Ω0. ◃

Äëÿ ëiíiéíîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X i a, b ∈ X, ìíîæèíà

[a, b] = {α a + (1− α) b : 0 ≤ α ≤ 1 }

íàçèâà¹òüñÿ âiäðiçêîì, ùî ñïîëó÷à¹ a i b.

Â8.7. Ìíîæèíà K ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî

[a, b] ⊂ K ∀ a, b ∈ K .

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Íåõàé φ ∈H1(Ω) òàêà, ùî φ ≤ 0 íà ∂Ω i

K = {v ∈ H1
0(Ω) : v ≥ φ â Ω } ⊂ H1

0(Ω) .

Ïåðåâiðèòè, ùî K ¹ ïîâíèì i îïóêëèì.)

Íåõàé H ¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Êîæåí ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A :

H → H∗ âèçíà÷à¹ áiëiíiéíó ôîðìó

a(u, v) = ⟨Au, v⟩ ∀ u, v ∈ H. (8.7)

Äiéñíî, áiëiíiéíiñòü a(u, v) âèõîäèòü ç ëiíiéíîñòi A i áiëiíiéíîñòi ⟨·, ·⟩, à íåïå-

ðåðâíiñòü ç íåðiâíîñòi

| a(u, v) | = |⟨Au, v⟩| ≤ ∥Au∥H∗∥v∥H ≤ ∥A∥B(H,H∗)∥u∥H∥v∥H .



Ñàíäðàêîâ Ã. Â. Àêòóàëüíi ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè - 2015 71

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî çàäàíà áiëiíiéíà ôîðìà a(u, v) íà H, òîäi äëÿ êîæíîãî

u ∈ H âiäîáðàæåííÿ

v 7→ a(u, v) äëÿ v ∈ H,

âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà H. Òîìó iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð

A : H → H∗, òàêèé ùî âèêîíàíà ðiâíiñòü (8.7).

Òåîðåìà 8.8. ( ∃ 1 ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði).

Íåõàé K ¹ ïîâíîþ îïóêëîþ ïiäìíîæèíîþ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H, f ∈ H∗

i a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ íà H. Òîäi

∃ 1 u ∈ K : a(u, v − u) ≥ ⟨f, v − u⟩ ∀ v ∈ K . (8.8)

Êðiì òîãî, âiäîáðàæåííÿ f 7→ u ¹ ëiïøèöåâèì, òîáòî, ÿêùî u, ũ ∈ H

ðîçâ'ÿçêè âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (v), âiäïîâiäíi f, f̃ ∈ H∗, òîäi

∥u− ũ∥H ≤ (1/α)∥f − f̃∥H∗ . (8.9)

▹ Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íåðiâíiñòü (8.9). Íåõàé u, ũ ∈ H ðîçâ'ÿçêè âàðiàöiéíî¨

íåðiâíîñòi (8.8), âiäïîâiäíi f, f̃ ∈ H∗, òîáòî

a(u, v − u) ≥ ⟨f, v − u⟩ ∀ v ∈ K ,

a(ũ, ṽ − ũ) ≥ ⟨f̃ , ṽ − ũ⟩ ∀ ṽ ∈ K .

Îáèðàþ÷è v = ũ â ïåðøié íåðiâíîñòi, ṽ = u â äðóãié íåðiâíîñòi i ñêëàäàþ÷è öi

íåðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî

a(u− ũ, u− ũ) ≤ ⟨f − f̃ , u− ũ⟩ .

Âðàõîâóþ÷è óìîâó êîåðöèòèâíîñòi, ìà¹ìî

α ∥u− ũ∥2H ≤ ∥f − f̃∥H∗∥u− ũ∥H .

Çâiäêè ñëiäó¹ (8.9) i, êðiì òîãî, ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (8.8)

(ÿêùî öåé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹). Äàëi, îòîòîæíþ¹ìî H i H∗.

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó  ðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíèõ ëåìàõ.
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Ëåìà 8.9 (ïðî ïðîåêöiþ íà îïóêëó ìíîæèíó) Íåõàé K ¹ ïîâíîþ îïóêëîþ

ïiäìíîæèíîþ H . Òîäi äëÿ êîæíîãî w ∈ H

∃ 1 PrK(w) ∈ K : ∥w − PrK(w) ∥H = inf
v∈K

∥w − v ∥H .

Êðiì òîãî, ïðîåêöiÿ PrK(w) åëåìåíòó w ∈ H íà K õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòþ

⟨w − PrK(w), v − PrK(w)⟩ ≤ 0 ∀v ∈ K (8.10)

i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíöi ∥PrK(v)− PrK(w)∥H ≤ ∥v − w∥H .

▹▹ Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè ¹ àíàëîãi÷íèì äîâåäåííþ òåîðåìè 3.10. ◃◃

Ëåìà 8.10. Íåõàé K ¹ ïîâíîþ îïóêëîþ ïiäìíîæèíîþ H i a(u, v) ¹ áiëiíié-

íîþ êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ íà H. Òîäi u ∈ K ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8.8)

⇔ u = PrK(u− γ(Au− f)) , (8.11)

äå γ > 0 i îïåðàòîð A : H → H òàêèé, ùî a(u, v) = ⟨Au, v⟩ ∀ u, v ∈ H .

Òàêèì ÷èíîì, u ∈ K ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ îïåðàòîðà

Bu = PrK(u− γ(Au− f)) . (8.12)

▹▹ Âèçíà÷èìî w = u− γ(Au− f). Â ñèëó (8.10) ñïiââiäíîøåííÿ (8.11) åêâiâà-

ëåíòíî òîìó, ùî u ∈ K i

⟨(u− γ(Au− f))− u, v − u⟩ ≤ 0 ∀v ∈ K,

òîáòî u ∈ K ðîçâ'ÿçîê âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (8.8), îñêiëüêè γ > 0. ◃◃

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.8 âiäìiòèìî, ùî

∥Av − Aw∥H ≤M ∥v − w∥H i − ⟨Av − Aw, v − w⟩ ≤ −α ∥v − w∥2H ,

äå M = ∥A∥B(H,H). Òîìó, âðàõîâóþ÷è ùî ∥PrK(v) − PrK(w)∥H ≤ ∥v − w∥H ,

ìà¹ìî

∥Bv −Bw∥2H ≤ ∥v − γ(Av − f)− w + γ(Aw − f)∥2H =
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= ∥v − w − γ(Av − Aw)∥2H =

= ∥v − w∥2H − 2 γ⟨v − w,Av − Aw⟩+ γ2∥Av − Aw∥2H ≤

≤ ∥v − w∥2H − 2 γ α ∥v − w∥2H + γ2M2∥v − w∥2H =

= (1− 2 γ α + γ2M 2)∥v − w∥2H ,

äå B âèçíà÷åíî ñïiââiäíîøåííÿì (8.12). Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî

0 < γ < 2α/M 2 ,

òîäi îïåðàòîð B ¹ ñòèñêàþ÷èì ç ïîñòiéíîþ ñòèñíåííÿ

√
(1− 2 γ α + γ2M 2) < 1

i òåîðåìà 8.8 âèòiêà¹ ç òåîðåìè ïðî ñòèñêàþ÷i âiäîáðàæåííÿ. ◃

Ó ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè íà îáëàñòi Ω âõîäèòü iíòåãðàë ïî ìåæi

∂Ω. Òîìó ïåðø íiæ ïðèâåñòè öþ ôîðìóëó ñëiä âèçíà÷èòè iíòåãðàë ïî ìåæi. Äëÿ

öüîãî êîðèñíî íàãàäàòè i óòî÷íèòè óìîâè íà ìåæó îáëàñòåé ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ.

Â8.11. Îáëàñòü Ω ⊂ Rn ìà¹ ëiïøèöåâó ìåæó ∂Ω, ÿêùî ∂Ω ¹ êîìïàêòíîþ

i äëÿ êîæíîãî x ∈ ∂Ω iñíó¹ âiäêðèòà ìíîæèíà U ⊂ Rn, x ∈ U i âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ψ : B = { y ∈ Rn : |y| < 1 } → U òàêi, ùî

ψ ∈ Lip(B), ψ−1 ∈ Lip(U),

ψ(B+) = U ∩ Ω, ψ(B−) = U ∩ (R \ Ω), ψ(B0) = U ∩ ∂Ω,

äå B+ = { y ∈ B : yn > 0 }, B− = { y ∈ B : yn < 0 } i B0 = { y ∈ B : yn = 0 }.

×åðåç êîìïàêòíiñòü ∂Ω, öå âèçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíå íàñòóïíîìó.

Â8.12. Îáëàñòü Ω ⊂ Rn ìà¹ ëiïøèöåâó ìåæó, ÿêùî iñíóþòü öiëå K > 0,

âiäêðèòi êóëi Ωk = { x ∈ Rn : |x| < ϱk } ðàäióñó ϱk > 0 ïðè k = 1, . . . , K i

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ ψk : B → Ωk, k = 1, . . . , K òàêi, ùî

∂Ω ⊂
K∪
k=1

Ωk, ψk ∈ Lip(B), ψ−1
k ∈ Lip(Ωk),

ψk(B+) = Ωk∩Ω, ψk(B−) = Ωk∩(R\Ω), ψk(B0) = Ωk∩∂Ω äëÿ k = 1, . . . , K.
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Ç öüîãî âèçíà÷åííÿ ñëiäóþòü íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 8.13 (ïðî ëîêàëüíi êîîðäèíàòè). Iñíóþòü ôóíêöi¨ ωk(x
′) ∈ Lip(Ω′

k)

äëÿ k = 1, . . . , K òàêi, ùî

Ωk ∩ ∂Ω = { x = (x′, xn) : xn = ωk(x
′), x′ ∈ Ω′

k }

Ωk ⊂ { x = (x′, xn) : ωk(x
′)− ϱk < xn < ωk(x

′) + ϱk, x
′ ∈ Ω′

k} ïðè k = 1, . . . , K

äå Ω′
k = { x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 : |x′| < ϱk }, ϱk i Ωk âèçíà÷åíi â Â8.12. ▹ ◃

Òåîðåìà 8.14 (ïðî ðîçáèòòÿ îäèíèöi). Iñíóþòü ôóíêöi¨ φk(x) ∈ C∞
0 (Ωk),

k = 0, 1, . . . , K, ÿêi âèçíà÷åíi íà
∪K
k=0Ωk i òàêi, ùî

K∑
k=0

φk(x) = 1 i 0 ≤ φk(x) ≤ 1 ïðè x ∈ Ω = Ω ∪ ∂Ω,

äåΩ0 = Ω i Ωk, k = 1, . . . , K âèçíà÷åíi â Â8.12. (Òàêèì ÷èíîì Ω ⊂ ∪K
k=0Ωk). ▹ ◃

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìè 8.13 i 8.14 iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨ f ∈ C0(∂Ω) ïî ìåæi

∂Ω ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíiñòþ

∫
∂Ω

f(x) d s =
K∑
k=1

∫
∂Ω

f(x)φk(x) d s =

=
K∑
k=1

∫
Ω′

k

f(x′, ωk(x
′))φk(x

′, ωk(x
′))

 1 +
n−1∑
i=1

∂ωk(x
′)

∂x′i

2

1/2

d x′,

äå iíòåãðàëè ïî Ω′
k âèçíà÷åíi, îñêiëüêè îá÷èñëþþòüñÿ ïî êóëi (ÿêà ¹ îáëàñòþ)

Ω′
k = { x′ ∈ Rn−1 : |x′| < ϱk } i âiäîìî, ùî ∇x′ ωk(x

′) ∈ L̃∞(Ω′
k) ïðè k = 1, . . . , K.

Âiäîìî i áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òàêîæ, ùî öå âèçíà÷åííÿ iíòåãðàëà ïî ìåæi

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò i ðîçáèòòÿ îäèíèöi.

Íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði C0(∂Ω) ìîæíà çàäàòè íîðìè

∥f∥Lp(∂Ω) =

 ∫
∂Ω

|f(x)|p d s

1/p

ïðè 1 ≤ p <∞,

∥f∥L∞(∂Ω) = limp→∞ ∥f∥Lp(∂Ω) äëÿ f ∈ C0(∂Ω) i âèçíà÷èòè áàíàõiâ ïðîñòið

Lp(∂Ω) ÿê ïîïîâíåííÿ C0(∂Ω) ïî âiäïîâiäíié íîðìi ∥f∥Lp(∂Ω).
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Ðîçãëÿíåìî u ∈ C1(Ω)n i v ∈ C1(Ω), òîäi âèêîíàíà íàñòóïíà ôîðìóëà iíòå-

ãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè Ñòîêñó (Ãàóñà-Îñòðîãðàäñüêîãî-Ãðiíà-Ðiìàíà)∫
Ω

(u,∇v) d x +
∫
Ω

(div u) v d x =
∫
∂Ω

(ν, u) v d s, (8.13)

äå ν = (ν1, . . . , νn) ¹ íîðìàëëþ äî ∂Ω i, íàïðèêëàä, (u,∇v) = u1
∂v
∂x1

+. . .+un
∂v
∂xn

.

Çîêðåìà, ÿêùî u = ∇w äëÿ w ∈ C2(Ω), òîäi∫
Ω

(∇w,∇v) d x +
∫
Ω

(∆w) v d x =
∫
∂Ω

(
∂w

∂ν

)
v d s. (8.14)

Íàïðèêëàä, äëÿ n = 1 , u ∈ C1[0, 1] i v ∈ C1[0, 1], îòðèìó¹ìî

1∫
0

u v′x d x +
1∫
0

u′x v d x = u(1) v(1)− u(0) v(0) i
1∫
0

u′x d x = u(1)− u(0).

Áåçïîñåðåäíüî ç âèçíà÷åíü âèõîäèòü, ùî äëÿ u ∈ C1(Ω)n, w ∈ C2(Ω) i v ∈

H1
0(Ω) ôîðìóëè (8.13) i (8.14) ìàþòü âèãëÿä∫

Ω

(u,∇v) d x +
∫
Ω

(div u) v d x = 0,
∫
Ω

(∇w,∇v) d x +
∫
Ω

(∆w) v d x = 0.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ u, v ∈ H1(Ω) áiëiíiéíó ôîðìó

a(u, v) =
∫
Ω

(∇u,∇v) d x.

Öÿ ôîðìà íå ¹ êîåðöèòèâíîþ ( ∃α > 0 : a(v, v) ≥ α∥v∥H1(Ω) ) ïðè v = 1.

Ç òåîðåìè 7.3 âèòiêà¹, ùî

H1(Ω) = R⊕H1
∗(Ω),

äå

H1
∗(Ω) = R⊥ = {v ∈ H1(Ω) : ⟨v, l⟩H1(Ω) = 0 ∀ l ∈ R} = {v ∈ H1(Ω) :

∫
Ω

v d x = 0},

îñêiëüêè ⟨v, l⟩H1(Ω) =
∫
Ω
(∇v,∇l) d x+ ∫

Ω
v l d x = l

( ∫
Ω
v d x

)
∀ l ∈ R.

Àíàëîãi÷íî, ç òåîðåìè 7.3 âèòiêà¹, ùî

L2(Ω) = R⊕ L2
∗(Ω),

äå L2
∗(Ω) = {v ∈ L2(Ω) :

∫
Ω
v d x = 0}.
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Òåîðåìà 8.15 (íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå). Íåõàé u ∈ H1
∗(Ω). Òîäi iñíó¹ ïîñòiéíà

C = C(Ω) òàêà, ùî

∥u∥L2(Ω) ≤ C ∥∇u∥L2(Ω)n . ▹ ◃

Äîâåäåííÿ öi¹¨ íåðiâíîñòi àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ íåðiâíîñòi Ôðiäðiõñà (� 5).

Ç íåðiâíîñòi Ïóàíêàðå âèõîäèòü, ùî íîðìè ∥·∥H1(Ω) i ∥·∥H1
∗ (Ω)

= ∥∇(·)∥L2(Ω)n ¹

åêâiâàëåíòíèìè íà H1
∗(Ω), òîáòî H

1
∗(Ω) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(u, v)H1
∗ (Ω)

=
∫
Ω

(∇u(x),∇v(x)) d x

i áiëiíiéíà ôîðìà a(u, v) =
∫
Ω
(∇u,∇v) d x ¹ êîåðöèòèâíîþ íà H1

∗(Ω).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ f ∈ L2
∗(Ω) ç òåîðåìè 8.1 âèòiêà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 8.16 ( ∃ 1 ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññî-

íà). Íåõàé f ∈ L2
∗(Ω). Òîäi ∃ 1 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

çíàéòè u ∈ H1
∗(Ω) :

∫
Ω

(∇u(x),∇v(x)) d x =
∫
Ω

f(x) v(x) d x ∀ v ∈ H1
∗(Ω),

ÿêà åêâiâàëåíòíà çàäà÷i

çíàéòè u ∈ H1
∗(Ω) :

∫
Ω

(∇u(x),∇v(x))d x =
∫
Ω

f(x)v(x)d x ∀ v ∈ H1(Ω). (8.15)

ßêùî u ∈ C2(Ω), òîäi çàäà÷à (8.15) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i : çíàéòè u ∈ H1
∗(Ω) :

−∆u = f â Ω,

∂u

∂ν
= 0 íà ∂Ω,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ çàäà÷åþ Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà.

▹ Âèêîðèñòîâóþ÷è (8.14) i (8.15), îòðèìó¹ìî

0 =
∫
Ω

(∇u,∇v) d x −
∫
Ω

f v d x =
∫
Ω

(−∆u− f) v d x +
∫
∂Ω

(
∂u

∂ν

)
v d s ∀ v ∈ H1(Ω).

Çâiäêè ïðè v ∈ C∞
0 (Ω) ìà¹ìî −∆u = f . Òàêèì ÷èíîì, ïðè v = ∂u

∂ν âèâîäèìî, ùî

0 =
∫
∂Ω

(
∂u

∂ν

)2
d s. ◃
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Íåõàé ôóíêöiÿ a(x) ∈ L̃∞(∂Ω) òàêà, ùî a(x) ≥ α > 0 äëÿ äåÿêîãî α ∈ R+.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ u, v ∈ H1(Ω) áiëiíiéíó ôîðìó

b(u, v) =
∫
Ω

(∇u,∇v) d x +
∫
∂Ω

a u v d s.

Áóäå äîâåäåíî, ùî öÿ ôîðìà âèçíà÷åíà i ¹ êîåðöèòèâíîþ íà H1(Ω).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ f ∈ L2(Ω) ç òåîðåìè 8.1 âèòiêà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 8.17 ( ∃ 1 ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññî-

íà). Íåõàé f ∈ L2(Ω). Òîäi ∃ 1 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

çíàéòè u ∈ H1(Ω) :
∫
Ω

(∇u,∇v) d x+
∫
∂Ω

a u v d s =
∫
Ω

f v d x ∀ v ∈ H1(Ω). (8.16)

ßêùî u ∈ C2(Ω), òîäi çàäà÷à (8.16) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i : çíàéòè u ∈ H1(Ω) :

−∆u = f â Ω,

∂u

∂ν
+ a u = 0 íà ∂Ω,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ çìiøàíîþ çàäà÷åþ äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà.

▹ Âèêîðèñòîâóþ÷è (8.14) i (8.16), îòðèìó¹ìî

0 =
∫
Ω

(∇u,∇v) d x −
∫
Ω

f v d x +
∫
∂Ω

a u v d s =

=
∫
Ω

(−∆u− f) v d x +
∫
∂Ω

(
∂u

∂ν
+ a u

)
v d s ∀ v ∈ H1(Ω).

Çâiäêè −∆u = f ïðè v ∈ C∞
0 (Ω). Òàêèì ÷èíîì, ïðè v = ∂u

∂ν + a u ìà¹ìî

0 =
∫
∂Ω

(
∂u

∂ν
+ a u

)2
d s. ◃

Íåõàé H1
per((0, 1)

n) ¹ ïðîñòið Ñîáîë¹âà ïåðøîãî ïîðÿäêó iíòåãðîâàíèõ ó ñòó-

ïåíi 2 (êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ) 1-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íà (0, 1)n iç çíà÷åííÿìè

â C. Çà âèçíà÷åííÿì

H1
per((0, 1)

n) = {u(x) =
∑

m∈Zn

ϕm e
(x,m) 2π i :

∑
m∈Zn

(1 + |2πm|2)|ϕm|2 <∞} .
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Òàêèì ÷èíîì

H1
per((0, 1)

n) = C⊕H1
pe∗((0, 1)

n) i L2((0, 1)n) = C⊕ L2
∗((0, 1)

n) ,

äå, íàïðèêëàä, çà âèçíà÷åííÿì

H1
pe∗((0, 1)

n) = {u(x) =
∑

m∈Zn

ϕm e
(x,m) 2π i ∈ H1

per((0, 1)
n) : ϕ0 = 0 } .

Òåîðåìà 8.18 (íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå äëÿ 1-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié). Íåõàé u ∈

H1
pe∗((0, 1)

n). Òîäi

∥u∥L2((0,1)n) ≤ ∥∇u∥L2((0,1)n)n .

▹ Äëÿ u =
∑

m∈Zn ϕm e
(x,m) 2π i

∣∣∣
ϕ0=0

∈ H1
pe∗((0, 1)

n) ìà¹ìî

∥u∥L2((0,1)n) =
∑

m∈Zn

|ϕm|2|ϕ0=0 i ∥∇u∥L2((0,1)n)n =
∑

m∈Zn

|2πm|2|ϕm|2|ϕ0=0 ,

îñêiëüêè

∇u(x) =
∑

m∈Zn

(2πm i)ϕm e
(x,m) 2π i

∣∣∣∣∣
ϕ0=0

.

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå äëÿ 1-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ñëiäó¹ ç î÷åâèäíî¨

íåðiâíîñòi

|ϕm|2 ≤ |2πm|2|ϕm|2 äëÿ m ∈ Z \ {0}. ◃

Ç íåðiâíîñòi Ïóàíêàðå âèõîäèòü, ùî íîðìè ∥ · ∥H1
per((0,1)

n) i ∥ · ∥H1
pe∗((0,1)

n) =

∥∇(·)∥L2((0,1)n)n ¹ åêâiâàëåíòíèìè íà H1
pe∗(Ω), òîáòî H

1
pe∗(Ω) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ç

ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(u, v)H1
pe∗((0,1)

n) =
∫

(0,1)n

(∇u(x),∇v(x)) d x .

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ f ∈ L2
∗((0, 1)

n) ç òåîðåìè Ðiññà âèòiêà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 8.19 (∃ 1 ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó 1-ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïó-

àññîíà). Íåõàé f ∈ L2
∗((0, 1)

n). Òîäi ∃ 1 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i: çíàéòè u ∈H1
pe∗((0, 1)

n) :

∫
(0,1)n

(∇u(x),∇v(x)) d x =
∫

(0,1)n

f(x) v(x) d x ∀ v ∈ H1
pe∗((0, 1)

n),
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ÿêà åêâiâàëåíòíà çàäà÷i: çíàéòè u ∈ H1
pe∗((0, 1)

n) :

∫
(0,1)n

(∇u(x),∇v(x)) d x =
∫

(0,1)n

f(x) v(x) d x ∀ v ∈ H1
per((0, 1)

n). (8.17)

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ u ∈ C2([0, 1]n) çà-

äà÷à (8.17) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i : çíàéòè u ∈ H1
pe∗((0, 1)

n) :

−∆u = f â (0, 1)n,

u(x)|xk=0 = u(x)|xk=1 i
∂u(x)

∂xk

∣∣∣∣∣∣
xk=0

=
∂u(x)

∂xk

∣∣∣∣∣∣
xk=1

ïðè k = 1, . . . , n,

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ 1-ïåðiîäè÷íîþ çàäà÷åþ äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà.)
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9. Òåîðåìè âêëàäåííÿ. Òåîðåìè ïðî êîìïàêòíiñòü.

Òåîðåìà 9.1. Íåõàé K ¹ ïîâíîþ îïóêëîþ ïiäìíîæèíîþ ãiëüáåðòîâîãî ïðî-

ñòîðó H, f ∈ H∗ i a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ íà H. Òîäi

∃ 1 u ∈ K : a(u, v − u) ≥ ⟨f, v − u⟩ ∀ v ∈ K .

Êðiì òîãî, âiäîáðàæåííÿ f 7→ u ¹ ëiïøèöåâèì, òîáòî, ÿêùî u, ũ ∈ H

ðîçâ'ÿçêè âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (v), âiäïîâiäíi f, f̃ ∈ H∗, òîäi

∥u− ũ∥H ≤ (1/α)∥f − f̃∥H∗ . (9.1)

Òåîðåìà 9.2 (Ìiíòi). Íåõàé K ¹ ïîâíîþ îïóêëîþ ïiäìíîæèíîþ ãiëüáåðòî-

âîãî ïðîñòîðó H, f ∈ H∗ i a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ êîåðöèòèâíîþ ôîðìîþ íà H.

Òîäi çàäà÷à

çíàéòè u ∈ K : a(u, v − u) ≥ ⟨f, v − u⟩ ∀ v ∈ K (9.2)

åêâiâàëåíòíà çàäà÷i

çíàéòè u ∈ K : a(v, v − u) ≥ ⟨f, v − u⟩ ∀ v ∈ K. (9.3)

▹ Iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð A : H → H∗ òàêèé, ùî âèêîíàíà ðiâíiñòü

a(u, v) = ⟨A(u), v⟩ ∀ u, v ∈ H.

▹ (⇒) Íåõàé u ∈ K çàäîâîëüíÿ¹ (9.2) ∀ v ∈ K, òîäi

⟨A(v), v − u⟩ = ⟨A(u), v − u⟩+ ⟨A(v)− A(u), v − u⟩.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó êîåðöèòèâíîñòi, îòðèìó¹ìî

⟨A(v), v − u⟩ ≥ ⟨A(u), v − u⟩ ≥ ⟨f, v − u⟩ ∀ v ∈ K,

òîáòî u ∈ K çàäîâîëüíÿ¹ (9.3) ∀ v ∈ K. (⇒) ◃

▹ (⇒) Íåõàé u ∈ K çàäîâîëüíÿ¹ (9.3) ∀ v ∈ K. Ôiêñó¹ìî w ∈ K, t ∈ [0, 1] i

âiçüìåìî v = (1− t)u+ tw = u+ t(w − u) â (9.3), òîäi

⟨A(v), v − u⟩ = ⟨A(u+ t(w − u)), t(w − u)⟩ =

= t⟨A(u+ t(w − u)), w − u⟩ ≥ ⟨f, v − u⟩ = t⟨f, w − u⟩.
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Òàêèì ÷èíîì, ïðè t > 0 ìà¹ìî

⟨A(u+ t(w − u)), w − u⟩ ≥ ⟨f, w − u⟩ ∀w ∈ K

i îá÷èñëþþ÷è lim t→0+ îòðèìó¹ìî, ùî u ∈ K çàäîâîëüíÿ¹ (9.2) ∀w ∈ K. (⇒) ◃

Ó çàäà÷i (9.3) çðó÷íî ïåðåõîäèòè äî ãðàíèöi, íàïðèêëàä, ÿêùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ {um}∞m=1 ⊂ H òàêà, ùî

um ⇀ u,

òîäi äëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèöi â (9.3) ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òàêèì òâåðäæåííÿì.

Òåîðåìà 9.3. Íåõàé a(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íà H i um ⇀ u. Òîäi

a(v, um) → a(v, u) ∀v ∈ H. ▹ § 7 ◃

Ïðîòå, ïðîáëåìà ïåðåõîäó äî ãðàíèöi â (9.3) ñòà¹ ñêëàäíiøå, êîëè i f ∈ H∗

çàëåæèòü âiä m ∈ N, òîáòî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {fm}∞m=1 ⊂ H∗ â (9.3).

Ïðèêëàä 9.4. Íåõàé çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü {fm}∞m=1 ⊂ H∗ òàêà, ùî

fm → f.

Òîäi âèçíà÷åíà ïîñëiäîâíiñòü {um}∞m=1 ⊂ H ÿê ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i

çíàéòè um ∈ K : a(v, v − um) ≥ ⟨fm, v − um⟩ ∀ v ∈ K (9.3m)

äëÿ êîæíîãî m ∈ N i ç (9.1) âiäðàçó âèòiêà¹, ùî

um → u,

äå u ∈ K ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.3).

Ïðèêëàä 9.5. Íåõàé çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü {fm}∞m=1 ⊂ H∗ òàêà, ùî

fm ⇀ f â H∗. (9.4)

Òîäi âèçíà÷åíà ïîñëiäîâíiñòü {um}∞m=1 ⊂ H ÷åðåç (9.3m) i ∥fm∥H∗ ≤ C äëÿ

äåÿêî¨ ïîñòiéíî¨ C. Àëå ç (9.1) âèòiêà¹ òiëüêè, ùî

∥um∥H ≤M
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äëÿ äåÿêî¨ ïîñòiéíî¨ M i òîìó çíàéäóòüñÿ u ∈ H òà ïiäïîñëiäîâíiñòü {um̃}∞m̃=1 ⊂

{um}∞m=1 ⊂ H òàêi, ùî

um̃ ⇀ u â H. (9.5)

Îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ íå âèñòà÷à¹ äëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèöi â (9.3m̃), òîáòî

íå âiäîìî ðîçâ'ÿçêîì ÿêî¨ çàäà÷i ¹ u.

Äëÿ âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ òåîðåìè ïðî êîìïàêò-

íiñòü. Ó âiäïîâiäíîñòi ç òàêèìè òåîðåìàìè iñíó¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið V òàêèé, ùî

H ⊂ V ⊂ H∗ i ç (9.5) âèòiêà¹, ùî

um̃ → u â V. (9.6)

Îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ i ïðèïóùåííÿ (ùî óòî÷íþ¹ (9.4))

fm ⇀ f â V (9.7)

âæå äîñèòü äëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèöi â (9.3m̃) ÷åðåç íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9.6. Íåõàé b(u, v) ¹ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ íà H, vm → v i um ⇀ u

â H. Òîäi

b(vm, um) → b(v, u).

▹ Iñíó¹ B ∈ B(H,H∗) òàêèé, ùî b(v, u) = ⟨Bv, u⟩ äëÿ v, u ∈ H i òîìó

|b(vm − v, um)| = |⟨B(vm − v), um⟩| ≤ ∥B∥B(H,H∗)∥vm − v∥H∥um∥H → 0,

îñêiëüêè ∥um∥H ≤ C äëÿ äåÿêî¨ ïîñòiéíî¨ C. Îòæå, ÷åðåç òåîðåìó 9.3 ìà¹ìî

b(vm, um) = b(vm − v, um) + b(v, um) → b(v, u). ◃

Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è öþ òåîðåìó äëÿ b(fm, um) = ⟨fm, um⟩, ç (9.3)m̃
òà (9.5)�(9.7) îòðèìó¹ìî, ùî

um̃ → u â V,

äå u ∈ K ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.3). Òîìó

um → u â V i um ⇀ u â H,

îñêiëüêè ãðàíèöÿ i ðîçâ'ÿçîê u ∈ K çàäà÷i (9.3) ¹ âèçíà÷åíèìè îäíîçíà÷íî.
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Ïðèêëàäîì òåîðåìè ïðî êîìïàêòíiñòü ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9.7 (Ðåëëiõà-Êîíäðàøîâà ïðî êîìïàêòíiñòü). Íåõàé C > 0 i ïîñëi-

äîâíiñòü {vs}∞s=1 ⊂ H1(Ω) òàêà, ùî

∥vs∥H1(Ω) ≤ C ∀ s.

Òîäi ∃ v ∈ H1(Ω) i ïiäïîñëiäîâíiñòü {vs̃}∞s̃=1 ⊂ {vs}∞s=1 òàêi, ùî

vs̃ ⇀ v â H1(Ω),

vs̃ → v â L2(Ω). ▹ ◃

(Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè: Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

fm = sin (2πmx1) · . . . · sin (2πmxn).

Ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíî¨ îáëàñòi Ω ⊂ Rn âèêîíàíî ñïiââiäíîøåííÿ

fm ⇀ 0 â L2(Ω).)

Ïðèêëàä 9.8. Íåõàé φ ∈H1(Ω) òàêà, ùî φ ≤ 0 íà ∂Ω i

K = {v ∈ H1
0(Ω) : v ≥ φ â Ω } ⊂ H1

0(Ω) .

Ðîçãëÿíåìî âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü ç ïåðåøêîäîþ

çíàéòè u ∈ K :
∫
Ω

(∇v,∇(v − u)) d x ≥
∫
Ω

f(v − u) d x ∀ v ∈ K. (9.8)

Íåõàé f ∈ L2(Ω) çàëåæèòü âiä m ∈ N, òîáòî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü

{fm}∞m=1 ⊂ L2(Ω) â (9.8) i

fm ⇀ f â L2(Ω).

Òîäi, äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (9.8), ç òåîðåì 9.6 i 9.7 âèòiêà¹, ùî

um ⇀ u â H1
0(Ω) i um → u â L2(Ω),

äå u ∈ K ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.8).
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ u ∈ C1[0, 1]. Ç ôîðìóëè Ñòîêñó îòðèìó¹ìî

u(0) = −
x∫
0

u′τ(τ) d τ + u(x). (9.9)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (α + β)2 ≤ 2α2 + 2 β2 (⇔ 2αβ ≤ α2 + β2 ⇔ 0 ≤

(α− β)2), ìà¹ìî

u2(0) ≤ 2

 x∫
0

u′τ(τ) d τ


2

+ 2u2(x).

Ç íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà âèõîäèòü, ùî

∣∣∣∣∣∣∣
x∫
0

u′τ(τ) d τ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
 x∫

0

(u′τ(τ))
2 d τ


1/2  x∫

0

1 d τ


1/2

≤
 1∫

0

(u′τ(τ))
2 d τ


1/2

.

Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðóþ÷è ïåðåäîñòàííþ íåðiâíiñòü, îòðèìó¹ìî

u2(0) ≤ 2
1∫
0

(u′τ(τ))
2 d τ + 2

1∫
0

u2(τ) d τ = 2 ∥u∥2H1(0,1),

òîáòî

|u(0)| ≤
√
2 ∥u∥H1(0,1).

Öÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

u 7→ u(0) = u|x=0

¹ îáìåæåíèì ÿê îïåðàòîð ç C1[0, 1] â L2(0) = R. Öåé îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ

îïåðàòîðîì ñëiäó i ¹ âèçíà÷åíèì ÿê îïåðàòîð ç H1(0, 1) â L2(0) ÷åðåç òåîðåìó

ïðî ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðiâ ïî íåïåðåðâíîñòi. Òàêèé îïåðàòîð ïîçíà÷à¹òüñÿ

Tr|x=0 : H1(0, 1) → L2(0).

Íåîáõiäíî ïiäêðåñëèòè, ùî äëÿ u ∈ L2(0, 1) âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà ñëiäó íå

ìà¹ ñåíñó i ùî H1(0, 1) = {v ∈ L2(0.1) : v′x ∈ L2(0, 1) }.

Àíàëîãi÷íî ç (9.9) âèòiêà¹, ùî äëÿ êîæíîãî α ∈ [0, 1] îïåðàòîð ñëiäó

u 7→ u(α) = u|x=α
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¹ âèçíà÷åíèì ÿê îïåðàòîð çH1(0, 1) â L2(α). Òàêèé îïåðàòîð ïîçíà÷à¹òüñÿ Tr|x=α.

Êðiì òîãî, ç (9.9) âèòiêà¹, ùî äëÿ u ∈ H1(0, 1) i α, β, σ ∈ [0, 1] òàêèõ, ùî

0 ≤ α + σ ≤ 1 i 0 ≤ β − σ ≤ 1 âèêîíàíi íåðiâíîñòi

|u(α+σ)−u(α) |2 ≤
α+σ∫
α

(u′τ(τ))
2 d τ, |u(β)−u(β−σ) |2 ≤

β∫
β−σ

(u′τ(τ))
2 d τ. (9.10)

Äëÿ iíòåãðàëà Ëåáåãà ïî îáëàñòi Ω ⊂ Rn âèêîíàíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9.9 (ïðî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëà Ëåáåãà). Íåõàé f ∈

L1(Ω). Òîäi ∀ ε > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå ùî∣∣∣∣∣∣
∫
ω

f(x) d x

∣∣∣∣∣∣ < ε ïðè mes (ω) =
∫
ω

d x < δ

äëÿ êîæíîãî âèìiðíîãî ω ⊂ Ω. ▹ ◃

Ç öi¹¨ òåîðåìè i íåðiâíîñòåé (9.10) âiäðàçó âèõîäèòü íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9.10 (âêëàäåííÿ H1(0, 1) ⊂ C0[0, 1]). Íåõàé v ∈ H1(0, 1). Òîäi

v ∈ C0[0, 1],

òîáòî H1(0, 1) ⊂ C0[0, 1] ó ñåíñi, ùî iñíó¹ ïîñòiéíà C òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî

v ∈ H1(0, 1) iñíó¹ (¹äèíèé) ïðåäñòàâíèê ṽ êëàñó v òàêèé, ùî

∥ṽ∥C0[0,1] ≤ C ∥v∥H1(0,1) (íåïåðåðâíiñòü âêëàäåííÿ).

Òåîðåìà âêëàäåííÿ äëÿ îáëàñòi Ω ⊂ Rn ôîðìóëþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 9.11 (Ñîáîë¹âà ïðî âêëàäåííÿ). Íåõàé Ω ⊂ Rn ¹ îáëàñòþ, 1 ≤ p <

∞ i öiëå m òàêå, ùî

m >
n

p
.

Òîäi äëÿ öiëîãî l âèêîíàíi íåïåðåðâíi âêëàäåííÿ

Wm,p(Ω) ⊂ C0(Ω) i Wm+l,p(Ω) ⊂ C l(Ω) ïðè l ≥ 0.

Çîêðåìà H2(Ω) ⊂ C0(Ω) ïðè n = 2, 3 i H1(Ω) ⊂ C0(Ω) ïðè n = 1. ▹ ◃
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Íàñïðàâäi, âêëàäåííÿ Wm,p(Ω) ⊂ C0(Ω) â öié òåîðåìi ¹ íå òiëüêè íåïåðåðâ-

íèì, àëå i êîìïàêòíèì â íàñòóïíîìó ñåíñi.

Òåîðåìà 9.12 (Ñîáîë¹âà ïðî êîìïàêòíiñòü). Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðå-

ìè 9.11, C > 0 i ïîñëiäîâíiñòü {vs}∞s=1 ⊂ Wm,p(Ω) òàêà, ùî

∥vs∥Wm,p(Ω) ≤ C ∀ s.

Òîäi ∃ v ∈ Wm,p(Ω) i ïiäïîñëiäîâíiñòü {vs̃}∞s̃=1 ⊂ {vs}∞s=1 òàêi, ùî

vs̃ ⇀ v â Wm,p(Ω),

vs̃ → v â C0(Ω). ▹ ◃

Òåîðåìà 9.13 (ïðî ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàñ-

ñîíà). Íåõàé öiëå m ≥ 0, ∂Ω ìà¹ êëàñ Cm+2, f ∈ H−1(Ω) i u ∈ H1
0(Ω)

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∆u = f â H−1(Ω), (9.11)

u = 0 íà ∂Ω â H1(Ω).

Òîäi

f ∈ Hm(Ω) ⇒ u ∈ Hm+2(Ω) ( äå H0(Ω) = L2(Ω) ). ▹ ◃

Ç öi¹¨ òåîðåìè i òåîðåìè Ñîáîë¹âà âiäðàçó âèõîäèòü íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 9.14 (ïðî êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàñ-

ñîíà). Íåõàé öiëå m òàêå, ùî

m >
n

2
,

∂Ω ìà¹ êëàñ Cm+2, f ∈ Hm(Ω) i u ∈ H1
0(Ω) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.11). Òîäi

f ∈ C0(Ω) i u ∈ C2(Ω). ▹ ◃

Âiäçíà÷èìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ öi¹¨ òåîðåìè âèêîíàíi ñòðîãi âêëàäåííÿ

Cm(Ω) ⊂ Hm(Ω) ⊂ C0(Ω).
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Ïîâåðíåìîñÿ äî (9.9). Ç öi¹¨ ôîðìóëè ìà¹ìî

1∫
0

u2(τ) d τ ≤ 2
1∫
0

(u′τ(τ))
2 d τ + 2u2(0)

i

∥u∥2H1(0,1) ≤ 3
1∫
0

(u′τ(τ))
2 d τ + 2u2(0) ≤ 3

1∫
0

(u′τ(τ))
2 d τ + 3u2(0) + 3 u2(1).

Öÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî áiëiíiéíà ôîðìà

b(u, v) =
1∫
0

u′τ(τ) v
′
τ(τ) d τ +

∫
∂[0,1]

u(s) v(s) d s

¹ êîåðöèòèâíîþ íà H1(0, 1) (äiéñíî, (1/3)∥v∥2H1(0,1) ≤ b(v, v)). Îòæå, áiëiíiéíà

ôîðìà (8.16) òàêîæ ¹ êîåðöèòèâíîþ íà H1(0, 1), îñêiëüêè

α
∫

∂[0,1]

u(s)2 d s ≤
∫

∂[0,1]

a(s)u(s)2 d s,

äå a(s) ≥ α > 0 äëÿ äåÿêîãî α ∈ R+.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êîåðöèòèâíiñòü áiëiíiéíî¨ ôîðìè â (8.16) ñëiäó¹ ç íà-

ñòóïíèõ äâîõ òåîðåì.

Òåîðåìà 9.15 (ïðî îïåðàòîð ñëiäó). Íåõàé v ∈ C1(Ω). Òîäi iñíó¹ ïîñòiéíà

C = C(Ω) òàêà, ùî

∫
∂Ω

|v|2d s = ∥v|∂Ω∥L2(∂Ω) ≤ C ∥v∥H1(Ω) . ▹ ◃

Öÿ òåîðåìà îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

v 7→ v|∂Ω

¹ îáìåæåíèì ÿê îïåðàòîð ç C1(Ω) â L2(∂Ω). Öåé îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ îïåðà-

òîðîì ñëiäó i ¹ âèçíà÷åíèì ÿê îïåðàòîð ç H1(Ω) â L2(∂Ω) ÷åðåç òåîðåìó ïðî

ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðiâ ïî íåïåðåðâíîñòi. Òàêèé îïåðàòîð ïîçíà÷à¹òüñÿ

Tr|∂Ω : H1(Ω) → L2(∂Ω).
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Çîêðåìà, Tr|∂Ω(H1
0(Ω)) = θ ∈ L2(∂Ω).

Òåîðåìà 9.16 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü íîðì íà H1(Ω)). Íåõàé v ∈ H1(Ω). Òîäi

iñíóþòü ïîñòiéíi α, β òàêi, ùî

α ∥v∥H1(Ω) ≤
 ∫

Ω

|∇v|2d x+
∫
∂Ω

|v|2d s

1/2

≤ β ∥v∥H1(Ω). ▹ ◃

Íàãàäà¹ìî, ùî çà âèçíà÷åííÿì

∥v∥2H1(Ω) =
∫
Ω

|∇v|2d x+
∫
Ω

|v|2d x.

Â9.17. Âèçíà÷èìî H1/2(∂Ω) ⊂ L2(∂Ω) ÿê îáðàç îïåðàòîðà ñëiäó :

H1/2(∂Ω) = Tr|∂Ω(H1(Ω)) = { v ∈ L2(∂Ω) : ∃ ṽ ∈ H1(Ω) : v = Tr|∂Ω(ṽ) }.

Íåõàé φ ∈ H1/2(∂Ω). Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó : çíàéòè u ∈ H1(Ω) :

−∆u = f â H−1(Ω), (9.12)

u = φ íà ∂Ω â H1/2(∂Ω).

Çà âèçíà÷åííÿì iñíó¹ φ̃ ∈ H1(Ω) òàêå, ùî

φ = φ̃|∂Ω

i çàäà÷ó (9.12) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi : çíàéòè u ∈ H1(Ω) :

−∆(u− φ̃) = f + div (∇φ̃) â H−1(Ω), (9.13)

(u− φ̃) = 0 íà ∂Ω â H1/2(∂Ω).

Âæå âiäîìî (� 5), ùî ∃ 1 ðîçâ'ÿçîê (u − φ̃) ∈ H1
0(Ω) öi¹¨ çàäà÷i. Îäíàê öié

ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè çàëåæíèì âiä âèáîðó ïðîäîâæåííÿ φ̃ ∈ H1(Ω) òàêîãî, ùî

φ = φ̃|∂Ω. Íåõàé φ̃1, φ̃2 ∈ H1(Ω) ¹ òàêèìè ïðîäîâæåííÿìè, ùî φ = φ̃1|∂Ω = φ̃2|∂Ω
òà u1, u2 ¹ âiäïîâiäíèìè öiì ïðîäîâæåííÿì ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (9.13). Òîäi ìà¹ìî,

ùî ũ = u1 − u2 ∈ H1(Ω) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

−∆ũ = 0 â H−1(Ω),

ũ = 0 íà ∂Ω â H1/2(∂Ω)

i òîìó u1 = u2.
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Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî, ùî ∃ 1 ðîçâ'ÿçîê u ∈ H1(Ω) çàäà÷i (9.12) i áåçïîñå-

ðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî òàêèé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

∥u∥H1(Ω) ≤ ∥u− φ̃∥H1(Ω) + ∥φ̃∥H1(Ω) ≤ C ∥f∥H−1(Ω) + C ∥φ̃∥H1(Ω) (9.14)

äëÿ äåÿêî¨ ïîñòiéíî¨ C > 0.

Iíôiíóì ïî âñiõ φ̃ ∈ H1(Ω) : φ = φ̃|∂Ω ìîæíà âèáðàòè â ÿêîñòi íîðìè ôóíêöi¨

φ ∈ H1/2(∂Ω) :

∥φ∥H1/2(∂Ω) = inf
φ̃∈H1(Ω) :φ=φ̃|∂Ω

∥φ̃∥H1(Ω).

Âiäîìî, ùî íîðìîâàíèé ïðîñòið (H1/2(∂Ω), ∥·∥H1/2(∂Ω)) ¹ áàíàõîâiì, à ñïðÿæåíèé

ïðîñòið äî H1/2(∂Ω) ïîçíà÷à¹òüñÿ

H−1/2(∂Ω) = H1/2(∂Ω)∗.

Çâiäêè òà (9.14) ìà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê u ∈ H1(Ω) çàäà÷i (9.12) çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíîñòi

∥u∥H1(Ω) ≤ C( ∥f∥H−1(Ω) + ∥φ∥H1/2(∂Ω))

äëÿ äåÿêî¨ ïîñòiéíî¨ C > 0.
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10. Îñíîâíi çàäà÷i

Çàäà÷à Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà: çíàéòè u = u(x) :

−∆u = f â Ω,

u = φ íà ∂Ω,

äå f(x) çàäàíà ôóíêöiÿ íà Ω i φ(x) � ôóíêöiÿ íà ∂Ω.

Çàäà÷à Äiðèõëå äëÿ äèâåðãåíòíîãî ðiâíÿííÿ: çíàéòè u = u(x) :

− div (A(x)∇u) = f â Ω,

u = φ íà ∂Ω,

äå ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ A(x) ∈ L̃∞(Ω)n×n òàêà, ùî αI ≤ A(x) äëÿ x ∈ Ω i

äåÿêîãî α > 0, f(x) � ôóíêöiÿ íà Ω è φ(x) � ôóíêöiÿ íà ∂Ω.

Çàäà÷à Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿííÿ ç ïåðåíåñåííÿì: çíàéòè u = u(x) :

−∆u + B(x) · ∇u = f â Ω,

u = φ íà ∂Ω,

äå âåêòîð-ôóíêöiÿ B(x) ∈ L̃∞(Ω)n òàêà, ùî divB(x) = 0, f(x) � ôóíêöiÿ íà Ω

i φ(x) � ôóíêöiÿ íà ∂Ω.

Çàäà÷à Äiðèõëå äëÿ çàãàëüíîãî äèâåðãåíòíîãî ðiâíÿííÿ: çíàéòè u = u(x) :

− div (A(x)∇u) + B(x) · ∇u + div (b(x)u) + c(x)u = f â Ω,

u = φ íà ∂Ω,

äå A(x) = { aij }ni,j=1 � ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ íà Ω , B(x), b(x) � âåêòîð-ôóíêöiÿ

íà Ω , c(x) � ôóíêöiÿ íà Ω , f(x) � ôóíêöiÿ íà Ω è φ(x) � ôóíêöiÿ íà ∂Ω.

Ó êîîðäèíàòíîìó çàïèñi öå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

−
n∑

i,j=1

∂i (aij(x)∂ju) +
n∑

i=1

Bi(x) ∂iu +
n∑

i=1

∂i (bi(x)u) + c(x)u = f â Ω,

äå B(x) = (B1(x), . . . , Bn(x)), b(x) = (b1(x), . . . , bn(x)) i ∂i =
∂
∂xi
, i = 1, . . . , n.
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Ïî÷àòêîâî-êðà¹âà çàäà÷à (Êîøi-Äiðèõëå) äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi :

çíàéòè u = u(x, t) :

u′t − ∆u = f â Ω× (0, T ),

u = φ íà ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = u0 â Ω,

äå f(x, t) çàäàíà ôóíêöiÿ íà Ω× (0, T ), φ(x, t) � ôóíêöiÿ íà ∂Ω× (0, T ) i u0(x)

� ôóíêöiÿ íà Ω. ßêùî â öi¹¨ çàäà÷i çàìiíèòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà çàãàëüíîãî

äèâåðãåíòíîãî îïåðàòîðà, òîäi îòðèìà¹ìî ïî÷àòêîâî-êðà¹âó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ

Êîëìîãîðîâà-Ôîêêåðà-Ïëàíêà.

Ïî÷àòêîâî-êðà¹âà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà: çíàéòè u = u(x, t) :

i u′t − ∆u + c(x)u = f â Ω× (0, T ),

u = φ íà ∂Ω× (0, T ), u|t=0 = u0 â Ω,

äå f(x, t) � ôóíêöiÿ íà Ω × (0, T ), φ(x, t) � ôóíêöiÿ íà ∂Ω × (0, T ) i u0(x) �

ôóíêöiÿ íà Ω.

Ïî÷àòêîâî-êðà¹âà çàäà÷à äëÿ N -åëåêòðîííèõ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà: çíàéòè

u = (u1(x
1, . . . , xN , t), . . . , uN(x

1, . . . , xN , t)) :

i(u1)
′
t −∆1u1 + c11(x1, . . . , xN)u1 + . . .+ c1N(x1, . . . , xN)uN = f1 â ΩN × (0, T ),

· · · · · · · · ·

i(uN)
′
t−∆NuN+c

N1(x1, . . . , xN)u1+. . .+c
NN(x1, . . . , xN)uN = fN â ΩN×(0, T ),

u = 0 íà ∂ΩN × (0, T ), u|t=0 = u0 â ΩN ,

äå f = (f1(x
1, . . . , xN , t), . . . , fN(x

1, . . . , xN , t)) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà ΩN × (0, T )

i u0(x
1, . . . , xN) = (u01(x

1, . . . , xN), . . . , u0N(x
1, . . . , xN)) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà ΩN.
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Ïî÷àòêîâî-êðà¹âà çàäà÷à äëÿ õâèëåâîãî ðiâíÿííÿ: çíàéòè u = u(x, t) :

u′′tt − ∆u = f â Ω× (0, T ),

u = φ íà ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = u0 â Ω, u′t|t=0 = u1 â Ω,

äå f(x, t) � ôóíêöiÿ íà Ω× (0, T ), φ(x, t) � ôóíêöiÿ íà ∂Ω× (0, T ) i u0(x), u1(x)

� ôóíêöi¨ íà Ω.

Çàäà÷à Äiðèõëå äëÿ (ñèñòåìè) ðiâíÿíü Ëàì¹ (òåîði¨ ïðóæíîñòi): çíàéòè u =

(u1(x), . . . , un(x)) :

−µ∆u + (µ+ λ)∇(div u) = f â Ω,

u = φ íà ∂Ω,

äå f(x) çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ íà Ω i φ(x) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà ∂Ω.

Ïî÷àòêîâî-êðà¹âà çàäà÷à äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü Ëàì¹ (òåîði¨ ïðóæíîñòi) :

çíàéòè u = (u1(x, t), . . . , un(x, t)) :

u′′tt − µ∆u + (µ+ λ)∇(div u) = f â Ω× (0, T ),

u = φ íà ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = u0 â Ω, u′t|t=0 = u1 â Ω,

äå f(x, t) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà Ω×(0, T ), φ(x, t) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà ∂Ω×(0, T )

i u0(x), u1(x) � âåêòîð-ôóíêöi¨ íà Ω. Öÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðiäíèõ ìàòåðiàëiâ ìà¹

íàñòóïíèé âèãëÿä:

u′′tt − div (µ(x)∇u) + ∇((µ(x) + λ(x))div u) = f â Ω× (0, T ),

u = φ íà ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = u0 â Ω, u′t|t=0 = u1 â Ω,

äå µ(x), λ(x) � ôóíêöi¨ íà Ω.
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Ïî÷àòêîâî-êðà¹âà çàäà÷à äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü Ìàêñâåëà: çíàéòè

E = (E1(x, t), . . . , En(x, t)), B = (B1(x, t), . . . , Bn(x, t)) :

E ′
t − rotB = F â Ω× (0, T ),

B′
t + rotE = G â Ω× (0, T ),

divE = 0, divB = 0 â Ω× (0, T ),

[B, ν] = φb, (E, ν) = φe íà ∂Ω× (0, T ),

E|t=0 = E0 â Ω, B|t=0 = B0 â Ω,

äå F (x, t), G(x, t) � âåêòîð-ôóíêöi¨ íà Ω × (0, T ), φb(x, t) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà

∂Ω × (0, T ) , φe(x, t) � ôóíêöiÿ íà ∂Ω × (0, T ), E0(x), B0(x) � âåêòîð-ôóíêöi¨

íà Ω, [·, ν] i (·, ν) ïîçíà÷àþòü âåêòîðíèé i ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîð-ôóíêöi¨

íà çîâíiøíþ íîðìàëü ν äî ìåæi ∂Ω i, íàïðèêëàä, äëÿ n = 3 îïåðàòîð ðîòîðà

âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

rotE = ( ∂2E3 − ∂3E2, ∂3E1 − ∂1E3, ∂1E2 − ∂2E1 ) .

Ïî÷àòêîâî-êðà¹âà çàäà÷à äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà (â'ÿçêié íåñ-

òèñêóâàíié ðiäèíi): çíàéòè (u, p) = (u1(x, t), . . . , un(x, t), p(x, t)) :

u′t − µ∆u + u · ∇u + ∇ p = f â Ω× (0, T ),

div u = 0 â Ω× (0, T ),

u = 0 íà ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = u0 â Ω,

äå f(x, t) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà Ω×(0, T ), u0(x) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà Ω i ïàðàìåòð

µ íàçèâà¹òüñÿ êîåôiöi¹íòîì â'ÿçêîñòi. Íàïðèêëàä, äëÿ n = 3 ó êîîðäèíàòíîìó

çàïèñi ðiâíÿííÿ Íàâ'¹-Ñòîêñà ìàþòü âèãëÿä

(u1)
′
t − µ∆u1 + u1∂1u1 + u2∂2u1 + u3∂3u1 + ∂1p = f1 â Ω× (0, T ),
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(u2)
′
t − µ∆u2 + u1∂1u2 + u2∂2u2 + u3∂3u2 + ∂2p = f2 â Ω× (0, T ),

(u3)
′
t − µ∆u3 + u1∂1u3 + u2∂2u3 + u3∂3u3 + ∂3p = f3 â Ω× (0, T ),

∂1u1 + ∂2u2 + ∂3u3 = 0 â Ω× (0, T ).

Êîëè êîåôiöi¹íò â'ÿçêîñòi ¹ ðiâíèì íóëþ (àáî ¹ "äóæå ìàëåíüêèì"), òîäi ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ ïî÷àòêîâî-êðà¹âà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿíü Åéëåðà (iäåàëüíî¨ íåñòèñêó-

âàíié ðiäèíè): çíàéòè (u, p) = (u1(x, t), . . . , un(x, t), p(x, t)) :

u′t + u · ∇u + ∇ p = f â Ω× (0, T ),

div u = 0 â Ω× (0, T ),

(u, ν) = 0 íà ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = u0 â Ω,

äå f(x, t) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà Ω× (0, T ) è u0(x) � âåêòîð-ôóíêöiÿ íà Ω .

Ðiâíÿííÿ ãiäðîäèíàìiêè (ãàçîäèíàìiöi - íåâ'ÿçêî¨ íåñòèñêóâàíié ðiäèíè) :

çíàéòè (ϱ, u, E) = (ϱ(x, t), u1(x, t), . . . , un(x, t), E(x, t)) :

ϱ′t + div (ϱ u) = 0,

(ϱ u)′t + div (ϱ u⊗ u) + ∇ p = f,

(ϱE)′t + div (ϱE u) + div (p u) = 0,

äå p = p(ϱ,E) âèçíà÷à¹ ðiâíÿííÿ ñòàíó i u⊗ u = {uiuj }ni,j=1.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ n = 1 i Ω = R ïî÷àòêîâî-êðà¹âó çàäà÷ó äëÿ õâèëåâîãî

ðiâíÿííÿ: çíàéòè u = u(x, t) :

u′′tt − a2u′′xx = 0 â Ω× (0,∞),

u|t=0 = u0 â Ω,

u′t|t=0 = u1 â Ω,

äå u0(x), u1(x) çàäàíi ôóíêöi¨ íà Ω i ïîñòiéíà a âèçíà÷à¹ "øâèäêiñòü" ðîçïî-

âñþäæåííÿ õâèëü.
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Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ Äàëàìáåðà

u(x, t) =
u0( x+ a t) + u0(x− a t)

2
+

1

2 a

x+a t∫
x−a t

u1(τ) d τ.

Öþ ôîðìóëó ìîæíà ïåðåïèñàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

u(x, t) =
u0(x+ a t) + u0( x− a t)

2
+
U(x+ a t)− U(x− a t)

2 a
,

äå U ′
x = u1(x). Çîêðåìà ïðè u1 = 0 öi ôîðìóëè ìîäåëþþòü ðîçïîâñþäæåííÿ

äâîõ õâèëü (1/2)u0( x+ a t) i (1/2)u0( x− a t), ùî ìàþòü øâèäêîñòi a i −a.

Íåõàé ôiêñîâàíi áàíàõiâ ïðîñòið B i ÷èñëî T > 0. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó íåïå-

ðåðâíèõ âiäîáðàæåíü

v : [0, T ] → B.

Öÿ ìíîæèíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç C0([0, T ];B) i ¹ ëiíiéíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì

ç íîðìîþ

∥v∥C0([0,T ];B) = max
0≤t≤T

∥ v(t) ∥B.

Íà ïðîñòîði C0([0, T ];B) ìîæëèâî òàêîæ çàäàòè íîðìè

∥v∥Lp((0,T );B) =

 T∫
0

∥ v(τ) ∥pB d τ


1/p

ïðè 1 ≤ p <∞,

∥v∥L∞((0,T );B) = lim
p→∞ ∥v∥Lp((0,T );B) äëÿ v ∈ C0([0, T ];B).

Âèçíà÷èìî áàíàõiâ ïðîñòið Lp((0, T );B) ÿê ïîïîâíåííÿ C0([0, T ];B) ïî âiä-

ïîâiäíié íîðìi òà ïîçíà÷èìî

L̃∞((0, T );B) = { v ∈ L1((0, T );B) : ∥v∥L∞((0,T );B) <∞}.

Íåõàé Ω ¹ îáëàñòþ â Rn. Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâî-êðà¹âó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi: çíàéòè u = u(x, t) :

u′t − ∆u = f â Ω× (0, T ), (10.1)

u = 0 íà ∂Ω× (0, T ), u|t=0 = u0 â Ω.
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Ïîìíîæèìî ñêàëÿðíî ïåðøå ðiâíÿííÿ â (10.1) íà ôóíêöiþ v ∈ C∞
0 (Ω), ïðîií-

òåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî Ω i ïî ÷àñòèíàì. Òîäi

∫
Ω

u′t v dx +
∫
Ω

(∇u ,∇v) dx =
∫
Ω

f v dx. (10.2)

Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (10.1) íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò

u ∈ L2((0, T );H1
0(Ω))

òàêèé, ùî u′t ∈ L2((0, T );H−1(Ω)), u|t=0 = u0 â L2(Ω) i âèêîíàíà iíòåãðàëüíà

òîòîæíiñòü (10.2) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ v ∈ C∞
0 (Ω) i ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ).

Òåîðåìà 10.1 (Ëiîíñà ïðî âêëàäåííÿ). Íåõàé u ∈ L2((0, T );H1
0(Ω)) i u′t ∈

L2((0, T );H−1(Ω)). Òîäi u ∈ C0([0, T ];L2(Ω)) i ∫
Ω

u2 dx


′

t

= 2
∫
Ω

u′t u dx. ▹ ◃

Òåîðåìà10.2 (ïðî iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâî-êðà¹âî¨ çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi). Íåõàé f ∈ L2((0, T );L2(Ω)) i u0 ∈ L2(Ω). Òîäi iñíó¹

¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ L2((0, T );H1
0(Ω)) çàäà÷i (10.1),

u ∈ C0([0, T ];L2(Ω))

i äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) âèêîíàíà åíåðãåòè÷íà ðiâíiñòü

∫
Ω

u2

2
dx +

t∫
0

∫
Ω

|∇u|2 dx dτ =
t∫

0

∫
Ω

f u dx dτ +
∫
Ω

u20
2

dx .

▹ Ïðîñòið H1
0(Ω) ¹ ñåïàðàáåëüíèì. Òîìó çíàéäóòüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíi åëåìåí-

òè {wi}∞i=1⊂ H1
0(Ω) òàêi, ùî ìíîæèíà

H̃ = { v ∈ H1
0(Ω) : v =

m∑
i=1

αiwi , ∀αi ∈ R, ∀m ∈ N }

¹ ùiëüíîþ â H1
0(Ω).

Ôiêñó¹ìî öiëå m > 0 i âèçíà÷èìî ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið

Hm = { v ∈ H1
0(Ω) : v =

m∑
i=1

αiwi , αi ∈ R } .
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Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó : çíàéòè um =
∑m

i=1 αim(t)wi òàêå, ùî

∫
Ω

u′mwj dx +
∫
Ω

(∇um,∇wj) dx =
∫
Ω

f(t)wj dx, t ∈ (0, T ), j = 1, . . . ,m,

(10.3)

um|t=0 = PrHm
(u0).

Öÿ çàäà÷à ¹ çàäà÷åþ Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ùîäî ôóíêöié α1m(t), . . . , αmm(t) :

m∑
i=1

 ∫
Ω

wiwj dx

α ′
im(t) +

m∑
i=1

 ∫
Ω

(∇wi,∇wj) dx

αim(t) =
∫
Ω

f(t)wj dx

t ∈ (0, T ), j = 1, . . . ,m,

um|t=0 = PrHm
(u0).

Òàêà çàäà÷à ìà¹ ¹äèíå ðiøåííÿ, îñêiëüêè ìàòðèöÿ
∫
Ω
wiwj dx ìà¹ îáåðíåíó (� 7).

Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i íà αjm(t) i ïiäñóìó¹ìî ïî j = 1, . . . ,m,

îòðèìó¹ìî

∫
Ω

u′m(t)um(t) dx +
∫
Ω

(∇um(t) ,∇um(t)) dx =
∫
Ω

f(t)um(t) dx.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèõîäèòü, ùî

(
∥um(t)∥2L2(Ω)

)′
t
+ 2 ∥∇um(t)∥2L2(Ω)n = 2

∫
Ω

f(t)um(t) dx ≤

≤ 2 ∥f(t)∥L2(Ω)n∥um(t)∥L2(Ω) ≤ ∥∇um(t)∥2L2(Ω)n + C ∥f(t)∥2L2(Ω).

Iíòåãðóþ÷è öþ íåðiâíiñòü ïî t ∈ (0, s), ìà¹ìî

∥um(s)∥2L2(Ω) +
s∫
0

∥∇um(t)∥2L2(Ω)n d t ≤

≤ ∥PrHm
(u0)∥2L2(Ω) + C

s∫
0

∥f(t)∥2L2(Ω) d t.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äåÿêî¨ ïîñòiéíî¨ M > 0 âèêîíàíi íåðiâíîñòi

∥um∥L̃∞((0,T );L2(Ω)) + ∥∇um∥L2((0,T );L2(Ω)n) ≤M
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i iñíóþòü u ∈ L̃∞((0, T );L2(Ω)) ∩ L2((0, T );H1
0(Ω)) i ïiäïîñëiäîâíiñòü

um̃ ∈ L̃∞((0, T );L2(Ω)) ∩ L2((0, T );H1
0(Ω))

òàêi, ùî

um̃ ⇀ u â L2((0, T );H1
0(Ω)), (10.4)

um̃ ⇀∗ u â L̃∞((0, T );L2(Ω)), (10.5)

äå çà âèçíà÷åííÿì um̃ ⇀∗ u â L̃∞((0, T );L2(Ω)), ÿêùî um̃, u ∈ L̃∞((0, T );L2(Ω)) i

T∫
0

∫
Ω

um(t, x)ψ(t, x) dxdt →
T∫
0

∫
Ω

u(t, x)ψ(t, x) dxdt äëÿ ψ ∈ L1((0, T );L2(Ω)).

Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (10.3) íà ôóíêöiþ φ ∈ C1[0, T ] òàêó ùî φ(T ) = 0,

ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî [0, T ] i ïî ÷àñòèíàì. Òîäi

T∫
0

∫
Ω

um(t)φ
′(t)wj dxdt +

T∫
0

∫
Ω

(∇um(t), φ(t)∇wj) dxdt = (10.6)

=
∫
Ω

um(0)φ(0)wj dx+
T∫
0

∫
Ω

f(t)φ(t)wj dxdt,

Ñïiââiäíîøåíü (10.4) i (10.5) äîñèòü, ùîá ïåðåéòè äî ìåæi â (10.6) i îòðèìàòè,

ùî
T∫
0

∫
Ω

u(t)φ′(t)v dxdt +
T∫
0

∫
Ω

(∇u(t), φ(t)∇v) dxdt = (10.7)

=
∫
Ω

u0φ(0)v dx+
T∫
0

∫
Ω

f(t)φ(t)v dxdt,

äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ H̃ i òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ H1
0(Ω).

Ç (10.7) ïðè φ ∈ C∞
0 (0, T ) âèòiêà¹, ùî âèêîíàíà iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü (10.2).

Ïîìíîæèìî òîòîæíiñòü (10.2) íà ôóíêöiþ φ ∈ C1[0, T ] òàêó ùî φ(T ) = 0,

ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî [0, T ] i ïî ÷àñòèíàì. Òîäi

T∫
0

∫
Ω

u(t)φ′(t)v dxdt +
T∫
0

∫
Ω

(∇u(t), φ(t)∇v) dxdt = (10.8)
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=
∫
Ω

u|t=0φ(0)v dx+
T∫
0

∫
Ω

f(t)φ(t)v dxdt,

äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ H1
0(Ω). Ïîðiâíþþ÷è (10.7) i (10.8) ïðè φ(0) = 1 îòðèìó¹ìî

∫
Ω

u|t=0 v dx =
∫
Ω

u0 v dx ∀ v ∈ H1
0(Ω).

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíàíà ðiâíiñòü u|t=0 = u0 â L2(Ω).

Êðiì òîãî, ç (10.2) âèòiêà¹, ùî

∫
Ω

u′t v dx =
∫
Ω

f v dx−
∫
Ω

(∇u ,∇v) dx.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi îòðèìó¹ìî, ùî u′t ∈ L2((0, T );H−1(Ω)). Äiéñíî,

∥u′t∥H−1(Ω) = sup
∥v∥H1

0
(Ω)=1

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f v dx−
∫
Ω

(∇u ,∇v) dx dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C ∥f∥L2(Ω) + ∥u∥H1
0 (Ω)

i òîìó

∥u′t∥2L2((0,T );H−1(Ω)) ≤ C2
T∫
0

∥f∥2L2(Ω) dt +
T∫
0

∥u∥2H1
0 (Ω)

dt <∞ .

Ç (10.2) ïðè v = u(t) (äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T )) òàêîæ ìà¹ìî

 ∫
Ω

u2

2
dx


′

t

+
∫
Ω

(∇u ,∇u) dx =
∫
Ω

f u dx

i (iíòåãðóþ÷è) îòðèìó¹ìî åíåðãåòè÷íó ðiâíiñòü, ç ÿêî¨ îäðàçó âèõîäèòü ¹äèíiñòü

ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (10.2). ◃
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11. Ïî÷àòêîâî-êðà¹âà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà

Íåõàé Ω ¹ îáëàñòþ â Rn. Âèçíà÷èìî ëiíiéíèé ïðîñòið

D(Ω) = { v ∈ C∞
0 (Ω)n : div v = 0 }

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç V (Ω) i H(Ω) ïîïîâíåííÿ öüîãî ïðîñòîðó ïî íîðìàõ ∥·∥H1(Ω)n

i ∥ · ∥L2(Ω)n, âiäïîâiäíî. Âiäîìî i áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

V (Ω) = { v ∈ H1
0(Ω)

n : div v = 0 }, H(Ω) = { v ∈ L2(Ω)n : div v = 0 }.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ n = 2,3,4 ïî÷àòêîâî-êðà¹âó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà:

çíàéòè (u, p) = (u1(x, t), . . . , un(x, t), p(x, t)) :

u′t − µ∆u + u · ∇u + ∇ p = f â Ω× (0, T ), (11.1)

div u = 0 â Ω× (0, T ),

u = 0 íà ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = u0 â Ω.

Ïîìíîæèìî ñêàëÿðíî ðiâíÿííÿ (11.1) íà âåêòîð-ôóíêöiþ v ∈ D(Ω), ïðîiíòå-

ãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî Ω i ïî ÷àñòèíàì. Òîäi

∫
Ω

(u′t , v) dx + µ
∫
Ω

(∇u ,∇v) dx +
∫
Ω

(u ·∇u , v) dx =
∫
Ω

(f, v) dx. (11.2)

Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò

u ∈ L2((0, T );V (Ω))

òàêèé, ùî u′t ∈ L1((0, T );V (Ω)∗), u|t=0 = u0 â H(Ω) i âèêîíàíà iíòåãðàëüíà

òîòîæíiñòü (11.2) äëÿ áóäü-ÿêî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ v ∈ D(Ω) i ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ).

Òåîðåìà 11.1 (Ñîáîë¹âà ïðî âêëàäåííÿ Lq(Ω) ⊂ H1
0(Ω)). Íåõàé Ω ⊂ Rn ¹

îáëàñòþ i u ∈ H1
0(Ω). Òîäi iñíóþòü ïîñòiéíi C1 = C1(q,Ω) i C2 = C2(Ω) òàêi,

ùî

∥u∥Lq(Ω) ≤ C1∥u∥H1
0 (Ω)

ïðè n = 2 i 1 ≤ q <∞ ;
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∥u∥L6(Ω) ≤ C2∥u∥H1
0 (Ω)

ïðè n = 3 ;

∥u∥L2n/(n−2)(Ω) ≤ C2∥u∥H1
0 (Ω)

ïðè n ≥ 3 . ▹ ◃

Ç ôîðìóëè Ñòîêñó i íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà âèõîäèòü, ùî∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(u ·∇u , v) dx

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(u ·∇v , u) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

| (u ·∇v , u) | dx ≤

≤ ∥u∥2L4(Ω)n∥∇v∥L2(Ω)n×n ≤ C2 ∥u∥2V (Ω)∥v∥V (Ω),

i

∥u ·∇u∥V (Ω)∗ = sup
∥v∥V (Ω)=1

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(u ·∇u , v) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C2∥u∥2V (Ω)

Òîìó âñi iíòåãðàëè â (11.2) ¹ âèçíà÷åíèìè.

Òåîðåìà11.2(ïðî iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà).Íåõàé

f ∈ L2((0, T );L2(Ω)n) i u0 ∈ H(Ω). Òîäi ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ L2((0, T );V (Ω))

ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà iñíó¹,

u ∈ L̃∞((0, T );H(Ω))

i äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) âèêîíàíà åíåðãåòè÷íà íåðiâíiñòü

∫
Ω

|u|2

2
dx + µ

t∫
0

∫
Ω

|∇u|2 dx dτ ≤
∫
Ω

|u0|2

2
dx +

t∫
0

∫
Ω

(f, u) dx dτ .

▹ Ïðîñòið V (Ω) ¹ ñåïàðàáåëüíèì. Òîìó çíàéäóòüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíi {wi}∞i=1⊂

V (Ω) òàêi, ùî ìíîæèíà

Ṽ = { v ∈ V (Ω) : v =
m∑
i=1

αiwi , ∀αi ∈ R, ∀m ∈ N }

¹ ùiëüíîþ â V (Ω).

Ôiêñó¹ìî öiëå m > 0 i âèçíà÷èìî ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið

Vm = { v ∈ V (Ω) : v =
m∑
i=1

αiwi , αi ∈ R } .

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó : çíàéòè um =
∑m

i=1 αim(t)wi òàêå, ùî∫
Ω

(u′m , wj) dx + µ
∫
Ω

(∇um ,∇wj) dx +
∫
Ω

(um ·∇um , wj) dx =
∫
Ω

(f(t), wj) dx, (11.3)
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t ∈ (0, T ), j = 1, . . . ,m,

um|t=0 = PrVm
(u0).

Öÿ çàäà÷à ¹ çàäà÷åþ Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ùîäî

ôóíêöié α1m(t), . . . , αmm(t) :

m∑
i=1

 ∫
Ω

(wi , wj) dx

α ′
im(t) + µ

m∑
i=1

 ∫
Ω

(∇wi ,∇wj) dx

αim(t) +

+
m∑

i,l=1

 ∫
Ω

(wi ·∇wi , wj) dx

αim(t)αlm(t) =
∫
Ω

(f(t), wj) dx

t ∈ (0, T ), j = 1, . . . ,m,

um|t=0 = PrVm
(u0).

Òàêà çàäà÷à ìà¹ ¹äèíå ðiøåííÿ. Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i íà αjm(t) i

ïiäñóìó¹ìî ïî j = 1, . . . ,m, îòðèìó¹ìî

∫
Ω

(u′m(t) , um(t)) dx + µ
∫
Ω

(∇um(t) ,∇um(t)) dx =
∫
Ω

(f(t), um(t)) dx. (11.4)

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèõîäèòü, ùî

(
∥um(t)∥2H(Ω)

)′
t
+ 2µ ∥∇um(t)∥2L2(Ω)n×n = 2

∫
Ω

(f(t), um(t)) dx ≤

≤ 2 ∥f(t)∥L2(Ω)n∥um(t)∥H(Ω) ≤ µ ∥∇um(t)∥2L2(Ω)n×n + C ∥f(t)∥2L2(Ω)n.

Iíòåãðóþ÷è öþ íåðiâíiñòü ïî t ∈ (0, s), ìà¹ìî

∥um(s)∥2H(Ω) + µ
s∫
0

∥∇um(t)∥2L2(Ω)n×n d t ≤

≤ ∥PrVm
(u0)∥2H(Ω) + C

s∫
0

∥f(t)∥2L2(Ω)n d t.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äåÿêî¨ ïîñòiéíî¨ M > 0 âèêîíàíi íåðiâíîñòi

∥um∥L̃∞((0,T );H(Ω)) + ∥∇um∥L2((0,T );L2(Ω)n×n) ≤M
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i iñíóþòü u ∈ L̃∞((0, T );H(Ω)) ∩ L2((0, T );V (Ω)) i ïiäïîñëiäîâíiñòü

um̃ ∈ L2((0, T );V (Ω))

òàêi, ùî

um̃ ⇀ u â L2((0, T );V (Ω)) i um̃ ⇀∗ u â L̃∞((0, T );H(Ω)). (11.5)

Ç äîäàòêîâèõ îöiíîê ìîæíà òàêîæ îòðèìàòè, ùî

um̃ → u â L2((0, T );H(Ω)). (11.6)

Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (11.3) íà ôóíêöiþ φ ∈ C1[0, T ] òàêó ùî φ(T ) = 0,

ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî [0, T ] i ïî ÷àñòèíàì. Òîäi

T∫
0

∫
Ω

(um(t), φ
′(t)wj) dxdt + µ

T∫
0

∫
Ω

(∇um(t), φ(t)∇wj) dxdt + (11.7)

+
T∫
0

∫
Ω

(um(t) ·∇um(t), φ(t)wj)dxdt =
∫
Ω

(um(0), φ(0)wj)dx+
T∫
0

∫
Ω

(f(t), φ(t)wj)dxdt,

Ñïiââiäíîøåíü (11.5) i (11.6) äîñèòü, ùîá ïåðåéòè äî ìåæi â (11.7) i îòðèìàòè,

ùî
T∫
0

∫
Ω

(u(t), φ′(t)v) dxdt + µ
T∫
0

∫
Ω

(∇u(t), φ(t)∇v) dxdt + (11.8)

+
T∫
0

∫
Ω

(u(t) ·∇u(t), φ(t)v)dxdt =
∫
Ω

(u0, φ(0)v)dx+
T∫
0

∫
Ω

(f(t), φ(t)v)dxdt,

äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ Ṽ i òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ V (Ω).

Ç (11.8) ïðè φ ∈ C∞
0 (0, T ) âèòiêà¹, ùî âèêîíàíà iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü (11.2).

Ç òîòîæíîñòi (11.2) îòðèìó¹ìî òàêîæ, ùî

∫
Ω

(u′t , v) dx =
∫
Ω

(f, v) dx− µ
∫
Ω

(∇u ,∇v) dx −
∫
Ω

(u ·∇u , v) dx.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî u′t ∈ L1((0, T );V (Ω)∗). Äiéñíî, íàïðèêëàä, ç ôîðìóëè Ñòîê-

ñó i íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà âèõîäèòü, ùî∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(u ·∇u , v) dx

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(u ·∇v , u) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

| (u ·∇v , u) | dx ≤
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≤ ∥u∥2L4(Ω)n∥∇v∥L2(Ω)n×n ≤ C2 ∥u∥2V (Ω)∥v∥V (Ω).

Òîìó

∥u ·∇u∥V (Ω)∗ = sup
∥v∥V (Ω)=1

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(u ·∇u , v) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C2∥u∥2V (Ω)

i iíòåãðóþ÷è öþ íåðiâíiñòü, ìà¹ìî

∥u ·∇u∥L1((0,T );V (Ω)∗) =
T∫
0

∥u ·∇u∥V (Ω)∗dt ≤ C2

T∫
0

∥u∥2V (Ω)dt <∞ .

Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî ç u ∈ L̃∞((0, T );H(Ω)) i u′t ∈ L1((0, T );V (Ω)∗) âèòiêà¹,

ùî u ñëàáî íåïåðåðâíà ÿê ôóíêöiÿ ç [0, T ] â H (òîáòî ∀v ∈ H ôóíêöiÿ t 7→∫
Ω
(u(t), v) dx ¹ íåïåðåðâíîþ)

Ïîìíîæèìî òîòîæíiñòü (11.2) íà ôóíêöiþ φ ∈ C1[0, T ] òàêó ùî φ(T ) = 0,

ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî [0, T ] i ïî ÷àñòèíàì. Òîäi

T∫
0

∫
Ω

(u(t), φ′(t)v) dxdt + µ
T∫
0

∫
Ω

(∇u(t), φ(t)∇v) dxdt + (11.9)

+
T∫
0

∫
Ω

(u(t) ·∇u(t), φ(t)v)dxdt =
∫
Ω

(u|t=0, φ(0)v)dx+
T∫
0

∫
Ω

(f(t), φ(t)v)dxdt,

äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ V (Ω). Ïîðiâíþþ÷è (11.8) i (11.9) ïðè φ(0) = 1 îòðèìó¹ìî

∫
Ω

(u|t=0, v) dx =
∫
Ω

(u0, v) dx ∀ v ∈ V (Ω).

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíàíà ðiâíiñòü u|t=0 = u0 â H(Ω).

Iíòåãðóþ÷è (11.4) çíàõîäèìî, ùî

∥um(t)∥2H(Ω) +2µ
t∫

0

∥∇um(s)∥2L2(Ω)n×n ds = ∥PrVm
(u0)∥2H(Ω) +2

t∫
0

∫
Ω

(f(s), um(s)) dxds.

Ïîìíîæèìî öå ðiâíÿííÿ íà ôóíêöiþ φ ∈ C∞
0 ((0, T )) òàêó, ùî φ ≥ 0 i ïðîií-

òåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî (0, T ). Òîäi

T∫
0

∥um(t)∥2H(Ω) + 2µ
t∫

0

∥∇um(s)∥2L2(Ω)n×n ds

φ(t) dt =
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=
T∫
0

∥PrVm
(u0)∥2H(Ω) + 2

t∫
0

∫
Ω

(f(s), um(s)) dxds

φ(t) dt.
Âèêîðèñòîâóþ÷è (11.5), ïåðåéäåìî äî íèæíüî¨ ãðàíèöi â öié ðiâíîñòi. Ó ðåçóëü-

òàòi îòðèìà¹ìî

T∫
0

∥u(t)∥2H(Ω) + 2µ
t∫

0

∥∇u(s)∥2L2(Ω)n×n ds

φ(t) dt ≤

≤
T∫
0

∥u0∥2H(Ω) + 2
t∫

0

∫
Ω

(f(s), u(s)) dxds

φ(t) dt.
Öÿ íåðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà åíåðãåòè÷íié íåðiâíîñòi. ◃

Ëåìà 11.2 (Ñîáîë¹âà ïðî âêëàäåííÿ L4(Ω) ⊂ H1
0(Ω) ïðè n = 2, 3). Íåõàé

Ω ⊂ Rn ¹ îáëàñòþ i u ∈ H1
0(Ω). Òîäi

∥u∥L4(Ω) ≤ 21/4∥u∥1/2L2(Ω)∥∇u∥
1/2
L2(Ω) ïðè n = 2 ;

∥u∥L4(Ω) ≤ 21/2∥u∥1/4L2(Ω)∥∇u∥
3/4
L2(Ω) ïðè n = 3 . ▹ ◃

Òåîðåìà 11.3 (ïðî ðåãóëÿðíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà ïðè

n = 2, 3). Íåõàé u ∈ L2((0, T );V (Ω)) ∩ L̃∞((0, T );H(Ω)) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà. Òîäi

u′t ∈ L2((0, T );V (Ω)∗), u ∈ L4((0, T );L4(Ω)) ∩ C0([0, T ];H(Ω)) ïðè n = 2;

u′t ∈ L4/3((0, T );V (Ω)∗), u ∈ L8/3((0, T );L4(Ω)) ïðè n = 3. ▹ ◃

Òåîðåìà 11.4 (ïðî ¹äèíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà ïðè n =

2, 3). Íåõàé {u} ⊂ L2((0, T );V (Ω)) ∩ L̃∞((0, T );H(Ω)) ¹ ñëàáêèìè ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà. Òîäi

ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ïðè n = 2;

ÿêùî {u} ⊂ L8((0, T );L4(Ω)) òîäi ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ïðè n = 3.

▹ (n = 2) Ïðèïóñòèìî, ùî u1 i u2 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (11.2). Òîäi ðiçíèöÿ

u = u1 − u2 çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ

(
∥u(t)∥2H(Ω)

)′
t
+ 2µ ∥∇u(t)∥2L2(Ω)n×n = −2

∫
Ω

(u(t)·∇u2(t), u(t)) dx ≤
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≤ 2 ∥u∥2L4(Ω)n∥∇u2∥L2(Ω)n×n ≤ 23/2∥u∥L2(Ω)n∥∇u∥L2(Ω)n×n∥∇u2∥L2(Ω)n×n ≤

≤ 2µ∥∇u(t)∥2L2(Ω)n×n +
1

µ
∥u(t)∥2L2(Ω)n∥∇u2(t)∥2L2(Ω)n×n

÷åðåç ëåìó 11.2. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

(
∥u(t)∥2H(Ω)

)′
t
≤ 1

µ
∥u(t)∥2H(Ω)∥∇u2(t)∥2L2(Ω)n×n

àáî exp
− 1

µ

t∫
0

∥∇u2(s)∥2L2(Ω)n×n ds

 · ∥u(t)∥2H(Ω)


′

t

≤ 0,

òîáòî ∥u(t)∥2H(Ω) ≤ 0 ïðè t ∈ [0, T ]. (n = 2) ◃

▹ (n = 3) Ïðèïóñòèìî, ùî u1 i u2 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (11.2). Òîäi ðiçíèöÿ

u = u1 − u2 çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ

(
∥u(t)∥2H(Ω)

)′
t
+ 2µ ∥∇u(t)∥2L2(Ω)n×n = 2

∫
Ω

(u(t)·∇u(t), u2(t)) dx ≤

≤ 2∥u∥L4(Ω)n∥∇u∥L2(Ω)n×n∥u2∥L4(Ω)n ≤ 23/2∥u∥1/4H(Ω)∥∇u∥
7/4
L2(Ω)n×n∥u2∥L4(Ω)n ≤

≤ 2µ∥∇u(t)∥2L2(Ω)n×n + C ∥u(t)∥2H(Ω)∥u2(t)∥8L4(Ω)n

÷åðåç ëåìó 11.2 (i íåðiâíiñòü ab ≤ 1
p(εa)

p + 1
q (

b
ε)

q, âèêîíàíó ïðè a, b, ε > 0 i

p, q ≥ 1 òàêèõ, ùî 1
p +

1
q = 1). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

exp
− 1

µ

t∫
0

∥u2(s)∥8L4(Ω)n ds

 · ∥u(t)∥2H(Ω)


′

t

≤ 0,

îñêiëüêè ôóíêöiÿ t 7→ ∥u2(t)∥8L4(Ω)n ¹ iíòåãðîâàíîþ. (n = 3) ◃

Òåîðåìà 11.5 (Ôóðñiêîâà À.Â. ïðî ùiëüíó ¹äèíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâ-

íÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà ïðè n = 3). Íåõàé n = 3 i u0 ∈ V (Ω). Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà

F = {f } ⊂ L2((0, T );H(Ω)), ÿêà ùiëüíà â

Lq((0, T );V (Ω)∗) äëÿ ôiêñîâàíîãî q ïðè 1 ≤ q <
4

3
,

i ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà, âiäïîâiäíèé u0 i

ôiêñîâàíîìó f ∈ F , ¹ ¹äèíèì. ▹ ◃
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