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Основним бар’єром для трансдермального проникнення ліків в організм людини є верх ній 
шар епідерміса. Для його подолання було винайдено системи мікроголок, що забезпечують 
контрольоване і безболісне вивільнення ліків [1, 2]. Мікроголки можуть бути суцільними, 
порожнистими або розчинними. Суцільні мікроголки покриваються діючими речовинами 
зовні і доставляють ліки, утворюючи мікроканал, порожнисті мікроголки наповнюються ре-
човинами, які містяться в резервуарі і вприскуються під тиском або під дією різниці граді-
єнтів, а розчинні мікроголки утворюються з полімеру, що інкапсулює хімічний препарат і 
повільно вивільняє його [3]. Розчинні мікроголки — це найбільш сучасний і ефективний 
засіб трансдермального вводу ліків [4—7].

Розглянемо процес трансдермального перенесення ліків за допомогою системи розчин-
них мікроголок як початково-крайову задачу конвективної дифузії в інтерстиціальному 
просторі. З огляду на розмір і геометричну форму мікроголок цю задачу можна вважати од-
новимірною, а мікроголки доцільно інтерпретувати як точкові джерела з певною інтен-
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сивністю. Керуючи інтенсивністю та задаючи координати джерел, можна розв’язати задачу 
оптимального керування процесом трансдермального перенесення ліків і досягти бажано-
го розподілу ліків в епідермісі.

Розв’язуванню початково-крайових задач дифузії ліків, що вводяться в епідерміс за 
допомогою систем мікроголок, присвячено досить багато задач, зокрема [9—13]. Спільною 
вадою цих робіт є те, що оптимізація процесу перенесення ліків здійснювалася суто ем-
пірично — шляхом перебору скінченого набору параметрів. Застосування варіаційного під-
ходу до розв’язування задачі оптимального керування трансдермальним переносом ліків з 
урахуванням конвективної дифузії і точкових джерел дозволяє отримати строго обгрун-
товане значення цільової інтенсивності і забезпечити бажану концентрацію ліків у заданий 
момент часу.

Конвективна дифузія ліків при трансдермальному перенесенні. Для моделювання 
трансд ермального перенесення ліків застосуємо модель Каллафа—Даса [11]. Відповідно до 
цієї моделі рух частинок діючої речовини в обмеженій області 1 2(0, ) [0, ] [0, ]G T L L= × × ≡

(0, )T≡ × Ω  інтерстиціального простору описується другим законом Фіка.
Розглянемо модель, що описує розподіл ліків у тканині в результаті дифузії із мікрого-

лок в точках xβ  внаслідок ін’єктивного введення. Припустимо, що координати мікроголок 
відомі заздалегідь. Включимо в модель точкові джерела 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))pQ t Q t Q t Q t= …  і вве-
демо спеціальне позначення 

 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))px x r x r x rδ = δ − δ − δ −… , що враховує точкову 
природу джерел. Точки rβ  визначають розташування джерел ліків з невідомими потуж нос-
тями Qβ. Треба визначити ( ), 1,Q t pβ β = , що мінімізують середнє квадратичне відхилення 
від цільової концентрації ( , )x tϕ , поклавши ( ) ( ) ( )S x Q t xϕ = δ . Отже, розв’яжемо задачу

, , 0S R
u

Lu Au x t T
t
∂≡ + = ϕ −ϕ ∈Ω <
∂

� ,  (1)

1 1
1

1
1 0

0, ( )x L
x

u
D u u u t

x =
=

⎛ ⎞∂− + ν = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
,  (2)

2
2 2 30

( ), ( , ) ( )
x

u u t u L t u t= = = ,  (3)

( , 0) 0u x = ,  (4)

де div( grad )Au u D u≡ ν − ; ( , )u x t  — концентрація розчину ліків в інстерстиціальному прос-
торі, г/моль; ν  — швидкість рідини, спрямованої вздовж мікроголки, см/с; D  — коефі-
цієнт дифузії, см/с; ( )S xϕ  — джерело ліків, що надходять до тканини, г/моль · с; ( )R xϕ  — 
функція екстраваскулярного зв’язування ліків за рахунок хімічних реакцій, г/моль·с.

Сформулюємо еквівалентну задачу оптимального керування, вважаючи, що опти-
мальне керування належить простору 2( ( ))pL G .

Функціонал якості запишемо у вигляді

2 2

0

( ) ( ( , ) ( , ))
T

J Q u x t x t dxdt Qα
Ω

= −ϕ +α∫ ∫ & & , (5)
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де 1 2( ( ), ( ), , ( ))T
pQ Q t Q t Q t= …  — вектор керування; 0α >  — параметр регуляризації. Оп ти-

мальне керування мінімізує функціонал (5)

2( ( ))
( ) min ( )

pQ L G
J J QQ

∗
α α

∈
= . (6)

Теореми про існування розв’язку. Нехай H  — поповнення простору гладких функцій, 
що задовольняють умовам (1)–(4) за нормою

2 2 2 2

1 , 1
i i j

n n

H t x x x
i i j

u u u u dx
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =⎝ ⎠Ω

= + +∑ ∑∫& & ,

де H+  — аналогічний простір, що містить гладкі функції, які задовольняють граничні та по-
чаткові умови спряженої задачi. Розширимо оператор L на H за неперервнiстю, враховуючи 
граничнi умови. Для операторного рiвняння

Lu f= ,  (7)

де f Q= −δ , слушними є такі теореми [14].
Теорема 1. Для будь-якого елемента ( )f H ∗

+∈  існує єдиний слабкий розв’язок за-
да чі (7) у розумінні 

2( )
,( , )L G

fu L∗ +=< ν >ν  H+∀ν∈ , 2( )u L G∈ .
Теорема 2. Нехай стан системи визначається як слабкий спряженої задачі (7) та справ-

джуються такі умови: критерій якості 1
2: ( ( ))pJ L G Rα 6  є слабко напівнеперервним знизу 

за станом системи ( , )u x t  функціоналом, обмеженим знизу та строго опуклим, множина до-
пустимих керувань 2( ( ))pU L G∂ ⊂  обмежена, замкнена та опукла. Тоді існує єдине опти-
мальне керування системою (1) — (4).

4. Алгоритм. Продиференціюємо функціонал (5) та отримаємо

( ) ( ) 2 ( )J Q t Q t′
α = Ψ + α ,

де 1 1 2 2( ) ( ( , ), ( , ), , ( , ))T
p pt r t r t r tΨ = ψ ψ ψ…  — вектор значень розв’язку спряженої задачі у 

від повідних точках. Рівняння Ейлера для функціонала якості набуває такого вигляду:

( ) 2 ( ) 0t Q tΨ + α = .

Алгоритм розв’язання задачі точкового оптимального керування складається з трьох етапів:
1) розв’язання прямої задачі

( )
( ) ( ), 0

k
k ku

Au f t T
t

∂ + = <
∂

� ,  (8)

( ) 0ku = ,  (9)

2) розв’язання спряженої задачі

( )
( ) 2( ( , ) ( , )), 0

k
kA u x t x t t T

t
∗∂ψ− + ψ = −ϕ <

∂
� , (10)

( )( ) 0k Tψ = ,  (11)
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3) знаходження нового наближення для оптимального керування

( 1) ( )
( )( )

1
2 0, 0,1,

k k
kk

k

Q Q
kQ

+

+

−
+ + α = =Ψτ

… . (12)

Різницева схема. На кожній ітерації послідовно розв’язуємо прямі задачі (8), (9) для 
основного стану системи при фіксованих 1, 2, ,i N= …  та задачі (10), (11) для спряжено-
го стану при , 1, ,1i N N= − …  з використанням ДС-алгоритму [15]. Розглянемо загальний ви-
падок, коли 1 1 2 2[ , ] [ , ] [ , ] p

p pa b a b a b RΩ = × × × ⊂…  — p-мірний паралелепіпед. Область Ω  по-
криваємо сіткою 

1 2, 1, 2, , ,{( , , , , ) | }
p sh k k p k s k s s sx x x t x a k hτΩ = = +… , де t n= τ , 0,s sk M= , 0, ;tn N=  

( ) / , 1, , 0s s s sh b a M s p= − = τ > , яку розбиваємо на дві підмножини: (1, )
,

n
h τΩ  та (2, )

,
n

h τΩ .

До першої з них відносимо всі точки 
1 21, 2, , ,( , , , , )

pk k p k n hx x x t τ∈Ω… , для яких 1 2(k k+ + +…
)pk n+ +  — непарне, а до другої — 1 2( )pk k k n+ + + +…  — парне. Покладемо 1 21 ( , , ,sk k k± = …

1, , )s pk k± … ; 1 2( , , , )pk k k k= … . У внутрішніх точках сіткової множини (1, 1)
,

n
h

+
τΩ  задамо сі-

мей ство різницевих схем

, 1 , , , , ,( )i n i n i n i n i n i n
k k k k k ku u Cu Du F V+ = − τ − + τ ,  (13)

а у внутрішніх точках множини (2, 1)
,

n
h

+
τΩ  — 

, 1 , , 1 , 1 , 1 , 1( )i n i n i n i n i n i n
k k k k k ku u Cu Du F V+ + + + += − τ − + τ . (14)

Тут 
, ,

1 1,
, 2

1

i n i n
k ks s

s s

p u ui n
s kk h

s

Cu c + −−

=
=∑  — різницева апроксимація оператора конвективного переносу 

C , div( )Cu u= ν ; 
, , ,

1 1
2

2,

1

, 1,
i n i n i n

kk ks s
s

s

p u u ui n
kk h

s

Du k i N+ −− +

=
= =∑ , — різницева апроксимація оператора 

дифузійного переносу D, div( grad )Du D u= ,

1 21, 2, ,, 1 , 1
( ) при 1та ( , , ) ,

0, в протилежному випадку.
pj k k p k ji n i n

k k

V n i x x x r
F V+ + τ = =⎧⎪= ⎨

⎪⎩

…

Схеми доповнюються початковою умовою

, 0 ( )
1 1 2 20 ( , , , ), 0, , 1,i i

p p s sku k h k h k h k M s p= φ = =…  (15)

та граничними умовами
, 1 0, 0 або , 1,i n

s s sku k k M s p+ = = = = . (16)

Розв’язок задачі знаходимо послідовно при 0,1, 2, , 1tn N= −…  використовуючи спо чат ку 

явне різницеве рівняння (13) в усіх точках множини (1, 1)
,

n
h

+
τΩ , а потім неявне (14) в усіх точ-

ках множини (2, 1)
,

n
h

+
τΩ . Розв’язком вважаємо значення, отримані на парних часових кроках.

Аналогічно для спряженого стану схеми ДС-алгоритму мають вигляд

, 1 , , , ,( )i n i n i n i n i n
k k k k kC D Z−ψ = ψ + τ ψ + ψ + τ ,    

1 2

(1, 1)
1, 2, , , 1 ,( , , , )

p

n
k k p k n hx x x t −

− τ∈Ω… ,  (17)
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, 1 , , 1 , 1 , 1( )i n i n i n i n i n
k k k k kC D Z− − − −ψ = ψ + τ ψ + ψ + τ ,

  1 2

(2, 1)
1, 2, , , 1 ,( , , , )

p

n
k k p k n hx x x t −

− τ∈Ω… ,  (18)

де , , ( )2( ( ))i n i n i
nk kZ u t= −φ ;

, 0, 0, , 1,i T
s sk k M s pψ = = = ;  (19)

1 0 0 або 1i n
s s sk k k M s p, −ψ = , = = , = , . (20)

За цими схемами розв’язок знаходиться послідовно починаючи з , 1, ,1t tn N N= − … .
Теорема 3. Схеми ДС-алгоритму (13), (14) та (17), (18) для початково-крайових задач 

(8), (9) та (10), (11) відповідно мають порядок апроксимації 2 2 2 2
1 2( )pO h h hτ + + + +… .

Теорема 4. Якщо функція початкового розподілу ( )
0 ( )iφ ξ  розвивається в абсолютно 

збіжний ряд Фур’є

, 0 ( )
1 1 2 20 ( , , , )i i

p pku k h k h k h= φ =…

1 2, , ,
1 1

exp
p

q

p p

m m m s s s
q m s

B I k h m
⎛ ⎞∞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= =−∞ =⎝ ⎠

= π∑ ∑ ∑… ,  (21)

а параметри τ  та sh , 1s p= ,  сталі, або змінюються не частіше ніж через парне число кроків, 
то ДС-алгоритми (13)—(16) та (17)—(20) для початково-крайових задач (8), (9) та (10), 
(11) відповідно безумовно стійкі за початковими даними. 

Обчислювальний експеримент. Тестова задача розглядається в прямокутній області Ω, 

1 10L =  см, 2 10L =  см, з наперед заданими інтенсивностями джерел-голок з фізичними па-
раметрами, взятими з [7, 10, 11]: 1) тривалість обчислень 8mt =  год; 2) тривалість вводу лі-
ків 4dt =  год; 3) система мікроголок має прямокутну форму розміру 2 x 2 см, схема роз-
ташування мікроголок рівномірна: 4 x 4; 4) речовина, що вводиться під шкіру: фентаніл, 
коефіцієнт дифузії 89, 75 10D −= ⋅  см2/добу, швидкість конвективного переносу 0ν =  см/с; 
5) інтенсивність кожної мікроголки: 11,42 мл/год.

Для розв’язання спряженої задачі використовується чисельний розв’язок прямої задачі, 
отриманий на попередньому етапі з еталонними значеннями інтенсивностей мікроголок, в 
якості цільової концентрації ( , )x tϕ  знаходилися невідомі інтенсивності джерел. При цьо-
му пряма задача має вигляд

2 2 2

2 2
1

( ) ( ) ( )yx
i i i

i

u u u
D Q t x r x r

t x y =

⎛ ⎞∂ ∂ ∂= + + δ − δ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑

з початковими та граничними умовами (15), (16) і параметрами з табл. 1.
Спряжена задача має вигляд

2 2

2 2
2( )D u

t x y

⎛ ⎞∂ξ ∂ ξ ∂ ξ− = + + −ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

з початковими та граничними умовами (19), (20).
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Параметри ДС-алгоритму: 1
10x yh h= = , 1

60
τ = . Параметри ітераційного процесу: 0,1kτ = , 

0α = .
Ефективність алгоритму обумовлена усуненням необхідності розв’язання на кожно-

му ітераційному кроці систем лінійних алгебраїчних рівнянь. Використання ДС-алгоритму 
значно скорочує час розв’язання задачі ідентифікації за рахунок усунення необхідності 
розв’язання на кожному ітераційному кроці систем лінійних алгебраїчних рівнянь. При 
цьому точність різницевого алгоритму збігається з точністю неявних схем, а стійкість кра-
ща ніж у явних схемах.

Результати. Були проведені обчислення, що складалися зі 100 ітерацій для іденти фі-
кації 16 невідомих джерел на ПК з процесором AMD Athlon(tm) 64 X2 Dual Core Proces sor 
4200+, частотою 2,21 ГГц, оперативною пам’яттю 3 Гбайт (час виконання 99 с). При цьому 
одночасно спостерігалося спадання функціоналу якості і наближення початкових функцій 
інтенсивності джерел до еталонних (табл. 2). Максимальне відхилення знайдених значень 
інтенсивностей від еталонних при цьому становило менше 2 %.

Таким чином, в роботі запропоновано та обґрунтовано використання двокрокового си-
метризованого різницевого алгоритму для чисельного розв’язання задачі ідентифікації ін-

Таблиця 1. Параметри джерел: x, y — координати; 
Q — еталонні значення інтенсивностей, Q(0) — початкові наближення

x y Q Q(0) X y Q Q(0)

30,0 30,0 11,422 5,0 31,0 30,0 11,422 5,0
30,0 30,5 11,422 5,0 31,0 30,5 11,422 5,0
30,0 31,0 11,422 5,0 31,0 31,0 11,422 5,0
30,0 31,5 11,422 5,0 31,0 31,5 11,422 5,0
30,5 30,0 11,422 5,0 31,5 30,0 11,422 5,0
30,5 30,5 11,422 5,0 31,5 30,50 11,422 5,0
30,5 31,0 11,422 5,0 31,5 31,00 11,422 5,0
30,5 31,5 11,422 5,0 31,5 31,50 11,422 5,0

Таблиця 2. Ідентифіковані джерела

x y Q X y Q

30,0 30,0 11,229028 31,0 30,0 11,229028
30,0 30,5 11,201992 31,0 30,5 11,201992
30,0 31,0 11,229028 31,0 31,0 11,229028
30,0 31,5 11,201992 31,0 31,5 11,201992
30,5 30,0 11,229028 31,5 30,0 11,201992
30,5 30,5 11,201992 31,5 30,50 11,229028
30,5 31,0 11,229028 31,5 31,00 11,201992
30,5 31,5 11,201992 31,5 31,50 11,229028
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тенсивностей точкових джерел-мікроголок з відомими координатами. Наведена методика 
дозволяє не тільки прогнозувати розподіл концентрації ліків, а і отримувати строго об-
грунтоване значення цільової інтенсивності і забезпечити бажану концентрацію ліків у за-
даний момент часу.

Роботу виконано за фiнансової пiдтримки Мiнiстерства освiти та науки України, тема 
№ ДР 0116U004777 та Державного фонду фундаментальних досліджень, проект F74/24921.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ЦЕЛЕВОГО ПЕРЕНОСА 
ЛЕКАРСТВ ИЗ СИСТЕМ МИКРОИГЛ

Рассматривается задача моделирования и оптимизации трансдермального транспорта лекарств из систем 
с растворимыми микроиглами. Решается одномерная задача вертикального переноса лекарств через по-
ристую среду с точечными источниками, имитирующими растворимые микроиглы. Управляя интенсив-
ностью и установливая координаты источников, мы решили проблему оптимального управления транс-
дермальным переносом лекарств и добились желаемой концентрации лекарств в эпидермисе с приемле-
мой точностью. Для решения краевых задач используются конечно-разностные методы и ДС-алгоритм.

Ключевые слова: трансдермальная диффузия, система микроигл, моделирование, оптимизация, точечный 
источник, разностная схема.
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OPTIMIZATION OF TARGETED DRUG DELIVERY 
FROM SYSTEMS OF MICRONEEDLES

We consider the simulation and optimization problem of transdermal drug transport from systems of solvable 
microneedles. We solve a one-dimensional problem of vertical transport of drugs through the porous media with 
point sources simulating solvable microneedles. Controlling the intensity and setting coordinates of the sources, 
we solved the problem of optimal control over the transdermal drug transport and achieved a desired distribu-
tion of drugs in epidermis with acceptable precision. To solve the boundary-initial problems, we use finite-dif-
ference methods and two-step symmetrizable algorithm.

Keywords: transdermal diffusion, microneedle system, simulation, optimization, point source, difference scheme.


