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В методичних розробках розглянутi основнi елементи тео-
рiї похибок, їх класифiкацiя та способи розв’язання прямої та
оберненої задач. Для переважної бiльшостi методiв наведенi
приклади їх застосування iз розв’язками.



1. Класифiкацiя похибок

В обчислювальнiй математицi найчастiше використовую-
ться не точнi величини, а їх наближенi значення.

Похибкою називають величину, що характеризує точнiсть
результату. Їх можна подiлити на групи.
1) Неусувнi похибки – пов’язанi iз неточностями вхiдних
даних. Вона може бути пов’язана з

– похибками приладiв, якими вимiрювались результати
експерименту (якщо вони використовуються при розв’язаннi
задачi);

– константами, якi фiгурують в постановцi задачi (бiль-
шiсть фiзичних констант визначаються лише наближено);

– невiдповiдностями математичної моделi реальнiй задачi
(на практицi математичнi формулювання вiдповiдають iдеалi-
зованим моделям, а при вивченнi природних явищ доводиться
брати умови, якi спрощують задачу).

Назва «неусувна» вiдповiдає її природi: вона не контро-
люється в процесi чисельного розв’язку задачi, а може бути
зменшена лише за рахунок бiльш точного опису фiзичної за-
дачi та бiльш точного визначення параметрiв.
2) Похибки методу – з’являються при застосуваннi набли-
жених методiв замiсть точних, що робиться у випадках, коли
для отримання точного розв’язку потрiбно виконати необме-
жену чи неприйнятно велику кiлькiсть арифметичних опера-
цiй, що в багатьох випадках просто неможливо. Похибку ме-
тоду можна регулювати, її намагаються звести до величини,
яка в декiлька разiв менша за неусувну похибку. Подальше
зниження є недоцiльним, оскiльки точнiсть результатiв не пiд-
вищується, проте збiльшується обсяг обчислень.
3) Похибки обчислень – виникають пiд час введення та ви-
ведення даних в ЕОМ та виконання математичних операцiй,
що вiдбувається внаслiдок заокруглень.

Для наближених методiв питання стiйкостi вiдносно похи-
бок займає важливе мiсце при виборi методу розв’язання. Пе-
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ревага надається пiдходам з меншою кiлькiстю розрахункiв
не лише для скорочення обсягу та часу обчислень, похибка
на деякому кроцi впливає на результати всiх наступних обчи-
слень.

Якщо похибка, яка була зроблена на перших кроках обчи-
слень, на подальших кроках не збiльшується (при умовi, що
решта обчислень зробленi точно), або залишається того са-
мого порядку, то обчислювальний процес називається стiй-
ким по вiдношенню до початкової похибки; якщо ця похибка
зростає на кожному подальшому кроцi, то процес обчислень
називається нестiйким.

Приклад. На гiпотетичнiй «десятковiй» ЕОМ з мантисою
довжиною 4 знаходять суму чисел вiд найменшого до найбiль-
шого та в зворотньому напрямку вiд найбiльшого до наймен-
шого:

S = 0, 2764 + 0, 3944 + 1, 475 + 26, 46 + 1364.

В якому випадку обчислювальна похибка буде меншою?
Розв’язок. Знайдемо суму S̃ вiд найменшого до найбiльшого:
S̃1 = 0, 2764 + 0, 3944 = 0, 6708 ≈ 0, 671;
S̃2 = 0, 671 + 1, 475 = 2, 146 ≈ 2, 15;
S̃3 = 2, 15 + 26, 46 = 28, 61 ≈ 29;
S̃4 = 29 + 1364 = 1393;
S̃ ≈ 1393.

Знайдемо суму S вiд найбiльшого до найменшого:
S1 = 1364 + 26, 46 ≈ 1364 + 26 = 1390;
S2 = 1390 + 1, 475 ≈ 1390 + 1 = 1391;
S3 = 1391 + 0, 3944 ≈ 1391 + 0 = 1391;
S4 = 1391 + 0, 2764 ≈ 1391 + 0 = 1391;
S ≈ 1391.

Знайдемо точне значення суми (будемо вважати, що ман-
тиса не обмежена 4 розрядами):
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S = 0, 2764+0, 3944+1, 475+26, 46+1364 = 1392, 6058 ≈ 1393.

Отже, похибка менша при додаваннi вiд найменших чисел
до найбiльших.

Дiйсно, для запобiгання зростання обчислювальної похиб-
ки обчислення проводять починаючи з найменших по модулю
значень.
4) Повна похибка – сума всiх похибок, якi виникають при
розв’язаннi конкретної задачi. Для довiльної задачi вiдбува-
ється накопичення похибок рiзного походження. Оцiнка ве-
личини повної похибки є достатньо складною задачею, тому
зазвичай обмежуються дослiдженням похибок окремих типiв.

Приклад. Розглянемо маятник, який почи-
нає рух в момент часу t = t0. Необхiдно знайти
кут вiдхилення ϕ вiд вертикалi в момент часу t1.
Проiлюструємо виникнення похибок рiзних ти-
пiв, якi з’являться при розв’язаннi задачi.

ϕ
l

Пояснення. Диференцiйне рiвняння, яке описує коливання
маятника, береться у виглядi

l
d2ϕ

dt2
+ g sinϕ+ µ

dϕ

dt
= 0,

де l – довжина маятника, g – прискорення вiльного падiння,
µ – коефiцiєнт тертя.

Оскiльки математична модель не повнiстю вiдповiдає опи-
су фiзичної задачi, розв’язок буде включати в собi неусувну
похибку. Iншi складовi неусувної похибки з’вляться при ви-
значеннi g, µ, l, t0, ϕ(t0), ϕ′(t0).

Якщо розглянути диференцiйне рiвняння, то можна бачи-
ти, що воно не роз’язується в явному виглядi, необхiдно засто-
совувати чисельнi методи, отже матиме мiсце похибка методу.

При реалiзацiї наближеного методу на ЕОМ в результатi
проведення обчислень також виникне похибка обчислень.
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2. Основнi означення

Нехай x – точне значення деякої величини, x∗ – її вiдоме
наближене значення.

Абсолютною похибкою числа x∗ називається величина
∆(x∗), що задовольняє умовi

∆(x∗) > |x− x∗|. (1)
В цьому випадку число x можна подати у виглядi

x = x∗ ±∆(x∗). (2)
Вiдносною похибкою числа x∗ називається величина δ(x∗),

що задовольняє умовi

δ(x∗) >

∣∣∣∣x− x∗

x∗

∣∣∣∣ . (3)

Число x можна подати у виглядi x = x∗ (1± δ(x∗)), але цей
запис практично не використовується, вiдносну похибку часто
виражають у вiдсотках.

Значення абсолютної похибки буде змiнюватися при пере-
ходi вiд одних одиниць вимiрювання до iнших, крiм того вiд-
носна похибка краще характеризує точнiсть результату, що
робить її бiльш унiверсальною.

Приклад. Визначити, яка рiвнiсть точнiша 2/21 = 0, 095
або
√

22 = 4, 69.
Розв’язок. Враховуючи, що 2/21 ≈ 0, 095238,

√
22 ≈ 4, 690416,

введемо позначення x1 = 0, 095238, x∗1 = 0, 095, x2 = 4, 690416,
x∗2 = 4, 69. Для того щоб визначити, яка рiвнiсть точнiша,
порiвняємо вiдноснi похибки чисел:

δ(x∗1) =

∣∣∣∣0, 095238− 0, 095

0, 095

∣∣∣∣ · 100% ≈ 0, 25%;

δ(x∗2) =

∣∣∣∣4, 690416− 4, 69

4, 69

∣∣∣∣ · 100% ≈ 0, 009%.

Отже, рiвнiсть
√

22 = 4, 69 точнiша.
Значущими цифрами числа називаються всi цифри в його

запису, починаючи з першої ненульової злiва.
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Приклад. Визначити значущi цифри числа 0,001230.
Розв’язок. Значущими будуть всi цифри, починаючи з одини-
цi: 1, 2, 3, 0.

Приклад. Визначити значущi цифри числа 123000.
Розв’язок. Значущими будуть всi цифри, починаючи з одини-
цi: 1, 2, 3, 0, 0, 0.

Якщо в цiлiй частинi числа є не значущi цифри, то число
заокруглють до останньої значущої та записують за допомо-
гою порядку.

Приклад. Записати число 123000, якщо в ньому а) три, б)
двi значущi цифри.
Розв’язок. а) 123× 103, б) 12× 104.

Значуща цифра називається правильною, якщо абсолютна
похибка числа не перевищує половини одиницi розряду, що
вiдповiдає цiй цифрi (iнколи беруть цiлу одиницю розряду), в
протилежному випадку її називають сумнiвною.

Приклад. Визначити правильнi цифри числа 0,001230,
якщо його абсолютна похибка 10−4.
Розв’язок. Позначимо x∗ = 0, 001230, ∆(x∗) = 10−4. Будемо
перевiряти значущi цифри за означенням:
«1»: 10−4 6 0, 5× 10−3 ⇒ цифра «1» – правильна;
«2»: 10−4 > 0, 5× 10−4 ⇒ цифра «2» – сумнiвна.

Всi подальшi цифри також будуть сумнiвними (якi стоять
праворуч вiд сумнiвної цифри).

Отже, цифра «1» – правильна.
Приклад. Якою буде похибка, якщо число π наблизити

числом 3,14?
Розв’язок. Знайдемо абсолютну i вiдносну похибки, для цього
вiзьмемо число π з бiльшою кiлькiстю значень: π ≈ 3, 14159.

∆(π∗) = |3, 14− 3, 14159| = 0, 00159,

δ(π∗) =
0, 00159

3, 14
· 100% = 0.05%.

Отже, абсолютна похибка дорiвнює 1, 59×10−3 та вiдносна
0, 05%.
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3. Пряма задача теорiї похибок

На практицi найчастiше маємо справу не з окремими ве-
личинами, а з функцiями. Пряма задача теорiї похибок поля-
гає в знаходженнi точностi функцiї за вiдомими наближеними
значеннями (або похибками) аргументiв.

В деякiй областi G ∈ Rn розглядають неперервно дифе-
ренцiйовну функцiю y = f(x1, x2, ..., xn). Необхiдно обчислити
значення функцiї в точцi (x1, x2, ..., xn) ∈ G, але вiдомi лише
наближенi значення (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) ∈ G. Обчислимо наближене

значення y∗ = f(x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) та оцiнимо його похибку.

Оцiнку абсолютної похибки функцiї обчислюють за фор-
мулою:

∆(y∗) 6
n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣∆(x∗i ), (4)

тодi вiдносну похибку функцiї можна знайти:

δ(y∗) =
∆(y∗)

|y∗|
6

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣∆(x∗i )

/
|f(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n)| . (5)

Приклад. Для заданої функцiї f(x, y, z) =
x2z

y3
оцiнити

похибку обчислення, якщо x = 0, 15± 0, 005, y = 2, 13± 0, 01,
z = 1, 14± 0, 007.
Розв’язок. Оскiльки необхiдно знайти абсолютну похибку
функцiї, значить задача пряма, скористаємось формулою (4),
будемо враховувати, що вiдповiдно до представлення (2) нам
вiдомi абсолютнi похибки аргументiв та їх наближенi значен-
ня.

∆(f∗) 6

∣∣∣∣2x∗z∗(y∗)3

∣∣∣∣∆(x∗) +

∣∣∣∣−3(x∗)2z∗

(y∗)4

∣∣∣∣∆(y∗) +

∣∣∣∣(x∗)2(y∗)3

∣∣∣∣∆(z∗) =

=
2 · 0, 15 · 1, 14

2, 133
· 0, 005 +

3 · 0, 152 · 1, 14

2, 134
· 0, 01 +

0, 152

2, 133
· 0, 007 ≈

≈ 0, 00023063 ≈ 2, 3× 10−4.

Знайдемо вiдносну похибку функцiї за формулою (5), для
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цього спочатку знайдемо наближене значення функцiї:

f(x∗, y∗, z∗) =
(x∗)2z∗

(y∗)3
=

0, 152 · 1, 14

2, 133
≈ 0, 00265429,

δ(f∗) =
0, 00023063

0, 00265429
· 100% ≈ 8, 7%.

Отже, ∆(f∗) ≈ 2, 3× 10−4, а δ(f∗) ≈ 8, 7%.

4. Похибки математичних операцiй

За допомогою формул (4) та (5) визначимо похибки ре-
зультатiв основних математичних операцiй. Будемо розгляда-
ти найпростiшi випадки, покладемо, x1 > x2 > 0; m ∈ N.

Похибка суми. Розглянемо y = f(x1, x2) = x1 + x2,
абсолютна похибка суми:

∆(y∗) 6 ∆(x∗1) + ∆(x∗2); (6)
вiдносна похибка суми:

δ(y∗) 6
∆(x∗1) + ∆(x∗2)

|x∗1 + x∗2|
=

∆(x∗1) · |x∗1|
|x∗1 + x∗2| · |x∗1|

+
∆(x∗2) · |x∗2|
|x∗1 + x∗2| · |x∗2|

=

=

∣∣∣∣ x∗1
x∗1 + x∗2

∣∣∣∣ δ(x∗1) +

∣∣∣∣ x∗2
x∗1 + x∗2

∣∣∣∣ δ(x∗2).
Похибка рiзницi. Розглянемо y = f(x1, x2) = x1 − x2,

абсолютна похибка рiзницi:
∆(y∗) 6 ∆(x∗1) + ∆(x∗2); (7)

вiдносна похибка рiзницi:

δ(y∗) 6
∆(x∗1) + ∆(x∗2)

|x∗1 − x∗2|
=

∆(x∗1) · |x∗1|
|x∗1 − x∗2| · |x∗1|

+
∆(x∗2) · |x∗2|
|x∗1 − x∗2| · |x∗2|

=

=

∣∣∣∣ x∗1
x∗1 − x∗2

∣∣∣∣ δ(x∗1) +

∣∣∣∣ x∗2
x∗1 − x∗2

∣∣∣∣ δ(x∗2).
Похибка добутку. Розглянемо y = f(x1, x2) = x1 × x2,

абосолютна похибка добутку:
∆(y∗) 6 |x∗2| ·∆(x∗1) + |x∗1| ·∆(x∗2);
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вiдносна похибка добутку:

δ(y∗) 6
|x∗2| ·∆(x∗1) + |x∗1| ·∆(x∗2)

|x∗1 · x∗2|
= δ(x∗1) + δ(x∗2). (8)

Похибка частки. Розглянемо y = f(x1, x2) = x1 ÷ x2,
абосолютна похибка частки:

∆(y∗) 6

∣∣∣∣ 1

x∗2

∣∣∣∣∆(x∗1)+

∣∣∣∣ −x∗1(x∗2)
2

∣∣∣∣∆(x∗2) =
|x∗2| ·∆(x∗1) + |x∗1| ·∆(x∗2)

(x∗2)
2

;

вiдносна похибка частки:

δ(y∗) 6
|x∗2|∆(x∗1) + |x∗1|∆(x∗2)

(x∗2)
2

÷
∣∣∣∣x∗1x∗2
∣∣∣∣ = δ(x∗1) + δ(x∗2). (9)

Похибка логарифма. Розглянемо y = f(x) = lnx,
абосолютна похибка логарифма:

∆(y∗) 6

∣∣∣∣ dfdx
∣∣∣∣∆(x∗) =

∣∣∣∣ 1

x∗

∣∣∣∣ ·∆(x∗) = δ(x∗); (10)

вiдносна похибка логарифма:

δ(y∗) 6
δ(x∗)

| lnx∗|
.

Похибка степеня. Розглянемо функцiю y = f(x) = xm,
абосолютна похибка степеня:

∆(y∗) 6

∣∣∣∣ dfdx
∣∣∣∣∆(x∗) =

∣∣m · (x∗)m−1∣∣ ·∆(x∗);

вiдносна похибка степеня:

δ(y∗) 6

∣∣m · (x∗)m−1∣∣ ·∆(x∗)

|(x∗)m|
= m · δ(x∗). (11)

Похибка кореня. Розглянемо функцiю y = f(x) = m
√
x,

абосолютна похибка кореня:

∆(y∗) 6

∣∣∣∣ dfdx
∣∣∣∣∆(x∗) =

∣∣∣∣∣ 1

m · m
√

(x∗)m−1

∣∣∣∣∣ ·∆(x∗);

вiдносна похибка кореня:

δ(y∗) 6
∆(x∗)

|m · m
√

(x∗)m−1|
÷ | m
√
x∗| = δ(x∗)

m
. (12)

Зауваження. У разi вiднiмання близьких по модулю чи-
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сел вiдносна похибка результату може значно зрости, а в разi
дiлення на досить мале число надмiрно зростатиме абсолю-
тна похибка. В таких випадках при обчисленнях намагаються
при можливостi уникати таких операцiй за рахунок iнших.
Наприклад, об’єм тонкого шару мiж концентричними сфе-
рами з радiусами R та (R + a), якому вiдповiдає формула

V =
4

3
π
(

(R+ a)3−R3
)
, необхiдно обчислювати пiсля зведен-

ня його до вигляду V =
4

3
π
(
3R2a + 3Ra2 + a3

)
.

Зауваження. При розв’язаннi задач дуже зручно за-
пам’ятати та використовувати формули (6) - (12), решта фор-
мул на практицi не використовується.

5. Обернена задача теорiї похибок

Обернена задача формулюється таким чином: з якою то-
чннiстю потрiбно задати значення аргументiв x∗1, x∗2, ...,
x∗n функцiї f(x1, x2, ..., xn), щоб похибка значення функцiї
f(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) не перевищувала заданої величини ε?

Функцiя однiєї змiнної. Для функцiї однiєї змiнної ви-
гляду y = f(x) абсолютну похибку можна обчислити за фор-
мулою

∆(x∗) =
∆(y∗)

|f ′(x∗)|
6

ε

|f ′(x∗)|
. (13)

Функцiя багатьох змiнних. Для функцiї декiлькох
змiнних y = f(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) для розв’язання оберненої задачi

iснує такi пiдходи.
1) Принцип рiвних впливiв. В основi цього пiдходу ле-

жить припущення про рiвнiсть доданкiв
∣∣∣∣ ∂f∂xi

∣∣∣∣∆(x∗i ), i = 1, n

мiж собою. Тодi абсолютнi похибки аргументiв можна визна-
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чити за формулою:

∆(x∗i ) =
∆(y∗)

n

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣ , де i = 1, n. (14)

2) Рiвнi абсолютнi похибки. Якщо вважати абсолю-
тнi похибки аргументiв рiвними, то їх можна знайти таким
чином:

∆(x∗1) = ∆(x∗2) = ... = ∆(x∗n) =
∆(y∗)∣∣∣∣ ∂f∂x1

∣∣∣∣+ ... +

∣∣∣∣ ∂f∂xn

∣∣∣∣ . (15)

Приклад. Знайти абсолютнi та вiдноснi похибки аргу-
ментiв, якi дають змогу обчислити з 4 правильними значу-

щими цифрами значення функцiї f(x1, x2, x3) =
x1 + x22

x3
, де

x∗1 = 2, 10415, x∗2 = 1, 93521, x∗3 = 0, 84542.
Розв’язок. Оскiльки задається точнiсть функцiї, а необхiдно
знайти точнiсть аргументiв, то це обернена задача. В задачi
три аргумента – функцiя багатьох змiнних, припустимо, що
дiє принцип рiвних впливiв i скристаємось формулою (14).

Функцiя задається 4 правильними цифрами, знайдемо її
наближене значення, щоб знайти кiлькiсть правильних цифр
в числi пiсля коми.

f(x∗1, x
∗
2, x
∗
3) =

x∗1 + (x∗2)
2

x∗3
=

2, 10415 + 1, 935212

0, 84542
≈ 6.9187.

В числi три правильнi цифри пiсля коми, тому за означенням
∆(f∗) 6 0, 5× 10−3.

∆(x∗1) =
∆(f∗)

3

∣∣∣∣ 1

x∗3

∣∣∣∣ =
0, 5 · 10−3

3 · 1

0, 84542

≈ 1, 409× 10−4;

δ(x∗1) =
∆(f∗)

|f∗|
· 100% =

1, 409 · 10−4

6.9187
· 100% ≈ 0, 002%;

12



∆(x∗2) =
∆(f∗)

3

∣∣∣∣2x∗2x∗3

∣∣∣∣ =
0, 5 · 10−3

3 · 2 · 1, 93521

0, 84542

≈ 3, 641× 10−5;

δ(x∗2) =
∆(f∗)

|f∗|
· 100% =

3, 641 · 10−4

6.9187
· 100% ≈ 0, 005%;

∆(x∗3) =
∆(f∗)

3

∣∣∣∣−x1 + x22
(x∗3)

2

∣∣∣∣ =
0, 5 · 10−3

3 · 2, 10415 + 1, 935212

0, 845422

≈ 2, 037 · 10−5;

δ(x∗3) =
∆(f∗)

|f∗|
· 100% =

2, 037 · 10−5

6.9187
· 100% ≈ 0, 0003%.

Приклад. Якою кiлькiстю правильних значущих цифр не-
обхiдно задати аргументи, щоб обчислити з 3 правильними

значущими цифрами значення функцiї f(x, y, z) =
x2

y
+3z, де

x∗ = 2, 37208, y∗ = 4.02301, z∗ = 1.56172.
Розв’язок. Оскiльки задається точнiсть функцiї, а необхiдно
знайти точнiсть аргументiв, то це обернена задача. В задачi
три аргумента – функцiя багатьох змiнних. Оскiльки значен-
ня аргументiв одного порядку, скристаємось формулою (15),
її точностi буде достатньо для визначення правильних цифр.

Функцiя задається 3 правильними цифрами, знайдемо її
наближене значення, щоб знайти кiлькiсть правильних цифр
в числi пiсля коми.

f(x, y, z) =
x2

y
+ 3z =

2, 372082

4.02301
+ 3 · 1.56172 ≈ 6.084.

В числi двi правильнi цифри пiсля коми, тому за означенням
∆(f∗) 6 0, 5× 10−2.

∆(x∗) = ∆(y∗) = ∆(z∗) =
∆(f∗)∣∣∣∣2x∗y∗

∣∣∣∣+

∣∣∣∣−(x∗)2

(y∗)2

∣∣∣∣+ 3

=

=
0, 5 · 10−2

2 · 2, 37208

4.02301
+

2, 372082

4.023012
+ 3

≈ 0, 11× 10−2;
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Визначимо правильнi цифри аргументiв:
0, 11× 10−2 6 0, 5× 10−2 ⇒ двi цифри пiсля коми правильнi.

Отже, аргументи необхiдно задати 3 правильними значу-
щими цифрами (2 правильними цифрами пiсля коми).

6. Розв’язання задач

Процес розв’язання задач з теорiї похибки умовно можна
подiлити на етапи:
I) побудова математичної моделi (перехiд вiд опису постанов-
ки задачi до математичних символiв);
II) визначення типу задачi (пряма чи обернена)

– якщо задача пряма:
1) за можливiстю використовуються найпростiшi формули

похибок основних математичних операцiй (6)-(12);
2) якщо в задачi функцiя мiстить рiзнi типи операцiй, то

найчастiше використання формул (6)-(12) є недоцiльним, от-
же використовують формули (4)-(5);

– якщо задача обернена, то необхiдно визначити кiлькiсть
змiнних:

1) якщо змiнна одна, то використовується формула (13);
2) якщо змiнних двi i бiльше, то необхiдно обрати пiдхiд

до розв’язання задачi (принцип рiвних впливiв або рiвнiсть
абсолютних похибок):

а) за можливiстю використовуються найпростiшi форму-
ли похибок основних математичних операцiй (6)-(12);

б) якщо формули (6)-(12) використати неможливо, то за-
стосовують формули (14) або (15) в залежностi вiд обраного
принципу;
III) формулювання результатiв вiдповiдно до початкової по-
становки задачi.

Приклад. Сторона квадрата дорiвнює 2 м. З якою точнi-
стю потрiбно її вимiряти, щоб похибка обчислення площi ква-
драта не перевищує 1 см2?
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Розв’язок. Введемо позначення: a – сторона квадрата, S – йо-
го площа, S = a2, a = 2 м = 200 см, ∆(S∗) = 1 см2. Оскiль-
ки задається точнiсть функцiї, а необхiдно знайти точнiсть
аргументiв, то задача обернена. Оскiльки аргумент один, то
використаємо формулу (13).

∆(a∗) =
∆(S∗)

|2 · a∗|
=

1

2 · 200
= 2, 5× 10−3;

δ(a∗) =
∆(a∗)

|a∗|
· 100% =

2, 5 · 10−3

200
· 100% = 0, 00125%

Отже, абсолютна похибка дорiвнює 2, 5 × 10−3, а вiдносна
– 0, 00125%.

Приклад. Висота i радiус основи цилiндра вимiряно з то-
чнiстю 0, 5%. Чому дорiвнює вiдносна похибка в разi обчисле-
ння об’єму цилiндра, якщо π∗ = 3, 14?
Розв’язок. Введемо позначення: h – висота цилiнра, r – радi-
ус основи, V – його площа, V = πhr2, δ(h∗) = δ(r∗) = 0, 5%.
Оскiльки задається точнiсть аргументiв, а необхiдно знайти
точнiсть функцiї, то задача пряма. Оскiльки необхiдно зна-
йти лише вiдносну похибку, а в функцiї операцiя множення,
то зручно використати формулу (8), для цього знайдемо вiд-
носну похибку числа π:

δ(π∗) =

∣∣∣∣π− π∗π∗

∣∣∣∣ =
3, 14159− 3, 14

3, 14
· 100% = 0, 05%;

δ(V ∗) = δ(π∗) +δ(h∗) + 2δ(r∗) = 0, 05 + 0, 05 + 2 ·0, 05 = 1, 55%.

Отже, вiдносна похибка об’єму – 1, 55%.
Приклад. Нехай числа заданi 10 правильними значущими

цифрами:
√

2, 01 ≈ 1, 417744688 та
√

2 ≈ 1, 414213562. Скiльки
правильних значущих цифр має число

√
2, 01−

√
2?

Розв’язок. Для зручностi введемо позначення x1 =
√

2, 01,
x∗1 = 1, 417744688, x2 =

√
2, x∗2 = 1, 414213562, x =

√
2, 01−

√
2.

Оскiльки задаються значення аргументiв, а необхiдно оцiнити
функцiю, то задача пряма.

Для визначення правильних цифр в числi x∗ за означенням
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необхiдно мати його абсолютну похибку та саме число:
x∗ = x∗1 − x∗2 = 1, 417744688− 1, 414213562 = 0, 003531126.

Знайдемо абсолютнi похибки x∗1 та x∗2 з умови, що вони
задаються 10 правильними цифрами:

∆(x∗1) 6 0, 5× 10−9; ∆(x∗2) 6 0, 5× 10−9,

тодi використавши абсолютнi похибки аргументiв за форму-
лою (7) знайдемо абсолютну формулу функцiї:

∆(x∗) 6 ∆(x∗1) + ∆(x∗2) = 10−9.

Визначимо правильнi цифри числа x∗ = 0, 003531126:
«6»: 10−9 > 0, 5× 10−9 ⇒ цифра «6» – сумнiвна;
«2»: 10−9 6 0, 5× 10−8 ⇒ цифра «2» – правильна.

Всi подальшi цифри також будуть правильними (якi стоять
лiворуч вiд правильної цифри).

Отже, цифра «3»,«5»,«3»,«1»,«1»,«2» – правильнi.
Приклад. З якою кiлькiстю правильних цифр потрiбно

взяти вiльний член квадратного рiвняння x2 − 2x + lg 2 = 0,
щоб отримати коренi рiвняння з 4 правильними значущими
цифрами?
Розв’язок. Введемо позначення: z = lg 2 ≈ 0, 301029996 – вiль-
ний член квадратного рiвняння, x = 1 +

√
1− lg 2 ≈ 1, 836 –

один з коренiв рiвняння, який будемо розглядати (для iншого
розв’язок будується аналогiчно). Оскiльки задається точнiсть
кореня (функцiї x), а необхiдно оцiнити точнiсть lg 2 (аргумен-
та z), то задача обернена з одною змiнною. Тому застосуємо
формулу (13), для якої за означенням правильної цифри зна-
йдемо абсолютну похибку функцiї: ∆(x∗) 6 0, 5×10−3 (корiнь
задається 4 правильними цифрами, 3 з них пiсля коми).

∆(z∗) = ∆(x∗)÷ 1

2
√

1− z∗
= 0, 5·10−3 ·2·

√
1− 0, 3 ≈ 0, 8×10−3.

Абсолютну похибку знайшли з низькою точнiстю, оскiль-
ки в задачi вона потрiбна для знаходження правильних цифр
числа lg 2 ≈ 0, 301029996:
«1»: 0, 8× 10−3 > 0, 5× 10−3 ⇒ цифра «1» – сумнiвна;
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«0»: 0, 8 × 10−3 6 0, 5 × 10−2 ⇒ цифра «0» – правильна i всi
значущi злiва.

Отже, для обчислення першого кореня з 4 значущими ци-
фрами, необхiдно взяти lg 2 з 2 правильними цифрами пiсля
коми.

7. Задачi для самостiйного розв’язання

1. Нехай x∗ = 17, 124, ∆(x∗) = 0, 04. Скiльки правильних
значущих цифр має число x∗?

2. Нехай x∗ = 3, 153276, ∆(x∗) = 0, 6 × 10−3. Скiльки пра-
вильних значущих цифр має число x∗?

3. Нехай x∗ = 0, 027045, ∆(x∗) = 0, 008. Скiльки правиль-
них значущих цифр має число x∗?

4. Нехай x∗ = 0, 368125, ∆(x∗) = 0, 021. Скiльки правиль-
них значущих цифр має число x∗?

5. Знайти абсолютну та вiдносну похибки пiсля заокругле-
ння до трьох значущих цифр числа -0,1725.

6. Знайти абсолютну та вiдносну похибки пiсля заокругле-
ння до двох значущих цифр числа 1,2485.

7. Знайти абсолютну та вiдносну похибки пiсля заокругле-
ння до чотирьох значущих цифр числа 73,568.

8. Знайти абсолютну та вiдносну похибки пiсля заокругле-
ння до чотирьох значущих цифр числа 2031,51.

9. Визначити правильнi значущi цифри числа 37,153, якщо
його вiдносна похибка 10%.

10. Визначити правильнi значущi цифри в числi 2,9372,
якщо його вiдносна похибка 0,1%.

11. Визначити правильнi значущi цифри в числi 28710,
якщо його вiдносна похибка 1%.

12. Визначити правильнi значущi цифри в числi 826,3,
якщо його вiдносна похибка 0,05%.

13. З якою кiлькiстю правильних значущих цифр необхi-
дно взяти число e (основа натурального логарифму), щоб по-
хибка не перевищувала 0, 05%?
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14. З якою кiлькiстю правильних значущих цифр необхi-
дно взяти унiверсальну газову сталу R, щоб похибка не пере-
вищувала 0, 1%?

15. Якою буде похибка, якщо число g (прискорення вiль-
ного падiння) наблизити числом 9,81?

16. Якою буде похибка, якщо швидкiсть свiтла c наблизити
числом 3× 108?

17. Визначити, яка рiвнiсть точнiша: 6/7 = 0.857 або√
4.8 = 2.19.
18. Визначити, яка рiвнiсть точнiша: 17/19 = 0.895 або√

52 = 7.21.
19. Визначити, яка рiвнiсть точнiша: 49/13 = 3.77 або√

14 = 3.74.
20. Визначити, яка рiвнiсть точнiша: 2/9 = 0.22 або√

0.05 = 0.22.
21. Знайти похибки при наближеному обчисленнi функцiї

f(x, y, z) =
x + y2

z
, якщо x = 3.15, y = 0.831, z = 1.123 i всi

значущi цифри вхiдних даниї є правильними.
22. Знайти похибки при наближеному обчисленнi функцiї

f(x, y, z) =

√
x + y

z2
, якщо x = 4±0.1, y = 3±0.05, z = 1±0.08.

23. Знайти похибки при наближеному обчисленнi функцiї
f(x, y) = lnx + y2, якщо x = 0.925, y = 1.123 i вiдомо, що
аргументи мають двi правильнi цифри.

24. Знайти похибки при наближеному обчисленнi функцiї
f(x, y, z) = ln

xy

z
, якщо x = 2.34 ± 0.02, y = 1.25 ± 0.02, z =

3.05± 0.02.
25. При знаходженнi найменшого кореня квадратного рiв-

няння x2 − 140x + 1 = 0 можна використати одну з формул:

x = 70−
√

4899 або x =
1

70 +
√

4899
. Яка з формул дає бiльш

точний результат i на скiльки, якщо при обчисленнi викори-
стовувати 4 значущi цифри пiсля коми?

26. З якою кiлькiстю правильних значущих цифр потрi-
бно взяти

√
3, 02 та

√
3, щоб обчислити

√
3, 02 −

√
3 з трьома
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правильними значущими цифрами?
27. У п’ятизначних логарифмiчних таблицях наведено зна-

чення логарифмiв iз точнiстю до ε = 0.5× 10−6. Оцiнити мо-
жливу похибку в разi визначення числа за його логарифмом,
якщо саме число лежить у межах мiж 300 та 400.

28. Вiдомо, що гiперболiчний сiнус та гiперболiчний ко-

сiнус числа 3 можна записати: ch 3 =
e3 + e−3

2
≈ 10.067,

sh 3 =
e3 − e−3

2
≈ 10.018, де всi цифри правильнi. Оцiнити

похибкb при визначеннi e−3 через гiперболiчнi сiнус та косi-

нус: e−3 =
1

ch 3 + sh 3
.

29. Знайти абсолютну похибку визначення кута 60◦ за
п’ятизначними таблицями синусiв (в таблицях наведенi сину-
си з 5 правильними значущими цифрами).

30. З якою точнiстю необхiдно обчислити sin
π

8
, щоб вiдно-

сна похибка обчислення коренiв рiвняння x2 − 2x + sin
π

8
= 0

не перевищувала 10−3?
31. Коренi рiвняння x2 − 2 tg 2 · x + e = 0 необхiдно обчи-

слити з трьома правильними цифрами. Скiльки правильних
значущих цифр треба взяти для tg 2 i e?

32. Яка вiдносна похибка обчислення площi сектора кола
радiусом R = 21.53 ± 0.005 см, кута α = 137◦(25 ± 1)′, якщо
число π взято з чотирма правильними знаками? Обчислити
цю площу.

33. Катет прямокутного трикутника дорiвнює a = 21.12±
0.01 см, а його гiпотенуза c = 37.51±0.01 см. Обчислити синус
кута, протилежного до катета a та оцiнити похибки результа-
ту.
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