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Об’єкт дослiдження: задача iдентифiкацiї точковнх джерел для параболiчного

рiвняння другого порядку.
Мета роботи: розв’язати задачу за невiдомої кiлькостi джерел .
Результати: запропоновано пiдхiд до розв’язання даної задачi, побудовано алго-

ритм знаходження iнтенсивностей, зроблено його дискретизацiю.
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1 Вступ
В останнє десятилiття проблеми екологiї, а саме: викиди з заводiв, раптовi ви-
киди небезпечних забруднюючих речовин почали привертати все бiльшу увагу.
Такi iнциденти можуть становити серйозну загрозу здоров’ю людей та еколо-
гiї. Тому для оцiнки надзвичайних ситуацiй дуже важливо швидко та точно
визначити характеристики (розташування, кiлькiсть та iнтенсивнiсть) джерел
забруднюючих речовин, що є ключовим фактором у вдосконаленнi навичок
прогнозування розсiювання забруднюючих речовин.

У данiй роботi пропонується алгоритм визначення джерел забруднення за
обмеженою кiлькiстю вимiрювань, коли кiлькiсть джерел невiдома, а також
метод чисельного розв’язку на основi ДС-алгоритму. Для пiдтвердження ефе-
ктивностi алгоритму було розроблено його програмну реалiзацiю.
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2 Постановка задачi та алгоритм розв’язання
Розглядається задача вiдновлення точковнх джерел для параболiчного рiвнян-
ня другого порядку, що є оберненою до задачi знаходження стану системи

∂u

∂t
+

2∑
α=1

cα
∂u

∂xα
−

2∑
α=1

∂

∂xα
kα(x)

∂u

∂xα
+ a(x)u = −

p∑
β=1

δ
(
x− rβ

)
qβ(t)

Ω = {x = (x1, x2) | 0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2} , kα(x) ≥ k0 > 0, α = 1, 2; c = (c1, c2)
(1)

Тут rβ− координати джерел, qβ(t)− потужностi, β = 1, p. У початковий
момент часу також вiдоме значення розв’язку в областi Ω

u(x, 0) = g(x), x ∈ Ω (2)

У кожен момент часу t ∈ [0, T ] вiдомнй стан системи на границi областi

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω (3)

Вважаємо вiдомими вимiрювання φj(t), j = 1, J функцii u(x, t) в деякнх
окремнх точках zj областi Ω

u (zj, t) = φj(t), 0 ≤ t ≤ T, j = 1, J (4)

У такiй постановцi виникає ускладнення, у зв’язку з тим, що єдинiсть розв’язку
задачi 1 доведено лише для простору L2(Ω), тому замiсть 4 надалi використо-
вуємо умову

ũ (zj, t) = φj(t), 0 ≤ t ≤ T, j = 1, J, (5)

де ũ (zj, t) ≡
∫
σj
u(x, t)dx/

∫
σz
dx. - усереднення u(x, t) в деякому околi σj

точкн zj [2, 3]
Задача iдентифiкацiї полягає у визначеннi невiдомих параметрiв точковнх

джерел, а саме iнтенсивностей qβ(t) та координат rβ за додатковнми спостере-
женнями 4 у деякнх точках областi.

2.1 Визначення iнтенсивностей джерел при вiдомих ко-
ординатах

Наведемо схему розв’язання задачi iдентифiкацii на основi варiацiйного пiдходу,
запропонованого в роботi [4].
Перепишемо рiвняння 1 у виглядi

∂u

∂t
+

2∑
α=1

cα(x)
∂u

∂xα
−

2∑
α=1

∂

∂xα
kα(x)

∂u

∂xα
+ a(x)u = F (x)V (t) (6)
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де V (t) =
{
V 1(t), V 2(t), . . . , V p(t)

}
− вектор керування системою,

F (x) =
{
δ
(
x− r1

)
, δ

(
x− r2

)
, . . . , δ (x− rp)

}
− вектор δ-функцiй,

x ∈ Ω ⊆ R2, 0 < t ≤ T

Ця математична модель доповнюється граничними та початковими умова-
ми 2, 3.

Нехай HV =
{
V (t) | V (t) =

{
V β(t)

}
, V β(t) ∈ L2(0, T )

}
− гiльбертiв про-

стiр зi скалярним добутком

⟨V,W ⟩ =
p∑

β=1

∫ T

0

Vβ(t)Wβ(t)dt

i нормою
∥V ∥p = ⟨V, V ⟩1/2.

Оптимальне керування V ∗(t) системою 6, 3, 4 шукаємо з умови мiнiмуму фун-
кцiонала

Iα(V ) =
J∑
j=1

∫ T

0

(ũ (zj, t;V )− φj(t))
2 dt+ α∥V ∥2p −→

V
min (7)

де α - параметр регуляризацii, якнй внбирається, спираючись на похнбки
спостережень [5].
Розв’язком задачi 6, 3, 4, 7 вважаємо пару (u(x, t) = u (x, V ∗; t) , V ∗(t))

Нехай вектор-функцiя φ⃗(t) ∈ [L2(Ω)]
J .

Введемо позначення (χ, ũ(x, t; V⃗ )− φ⃗(t))2 =
∑J

j=1

(
ũ
(
zj, t; V⃗

)
− φj(t)

)2

.

3 цими позначеннями функцiонал 7 набуває вигляду

Iα(V ) =

∫ T

0

(χ, ũ(x, t;V )− φ(t))2dt+ α∥V ∥2p. (8)

З урахуванням 4, рiвняння доповнюється початковою умовою

u(0) = g. (9)

Отже, отримуємо задачу мiнiмiзацiї функцiоналу 8 на розв’язках задачi 6, 9.

Наведемо iтерацiйннй алгорнтм пошуку розв’язку. При переходi з k-ї на
(k + 1) iтерацiю:

1. Розв’язується пряма задача для визначення стану системи
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∂uk

∂t
+ Cuk +Duk + auk =

p∑
β=1

V β,kδ
(
x− rβ

)
, 0 < t ≤ T, (10)

uk(0) = 0. (11)

2. Знаходиться спряженнй стан Ψk системи з системи рiвнянь

− dψk

dt
− Cψk +Dψk + aψk = 2χ(u− φ⃗(t));T > t ≥ 0 (12)

ψk(T ) = 0. (13)

3. Визначаються новi наближення для потужностей V

V β,k+1 − V β,k

sk+1
+Ψk

(
rβ
)
+ 2αV β,k = 0, β = 1, 2, . . . , p (14)

Тут sk+1− кроковi множникн, що обираються з умов
∑∞

k=1 sk = +∞; sk → 0,
k → ∞;

4. Обчислюється значення Iα
(
V k+1

)
за формулою 8 та при умовi

∣∣Iα (V k+1
)∣∣ <

ε зупиняємося - iнтенсивностi V k+1 - шуканi, iнакше переходимо на крок 1 . Тут
ε - величина, що характеризує точнiсть отриманого розв’язку.

2.2 Визначення iнтенсивностей джерел при вiдомiй їхнiй
кiлькостi та невiдомих координатах

Згiдно введених в попередньому пiдроздiлi позначень, стан системи u(x, t;V, r)
описується рiвнянням

∂u

∂t
+

2∑
α=1

cα(x)
∂u

∂xα
−

2∑
α=1

∂

∂xα
k(x)

∂u

∂xα
+ au = F (x, r)V (t) (15)

де V (t) =
(
V 1(t), V 2(t), . . . , V p(t)

)
та r =

(
r1, r2, . . . , rp

)
- вектори керувань,

F (x, r) =
(
δ
(
x− r1

)
, δ

(
x− r2

)
, . . . , δ (x− rp)

)
− вектор дельта-функцiй,

x ∈ Ω, 0 < t ≤ T .

Варiацiйна задача доповнюється умовами 3, 4.
Будемо вважати, що керування h = (V (t), r) ∈ HV R, де

HV R =
{
h =

{(
V β(t), rβ

)
, β = 1, p

}}
⊂ Lp2(0, T ) ⊗ Rp− гiльбертiв простiр зi

скалярним добутком ⟨h1, h2⟩ =
∑p

β=1

(∫ T
0 V

(1)
β (t)V

(2)
β (t)dt+ r

(1)
β r

(2)
β

)
i нормою

∥h∥p = ⟨h, h⟩1/2;
Функцiонал якостi розглядаємо у виглядi
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Iα,γ(V, r) =
J∑
j=1

∫ T

0

(ũ (zj, t;V, r)− φj(t))
2 dt+ α∥V ∥2Lf (0,T )

+ γ2∥r∥2p (16)

Тут α > 0, γ > 0 - параметри регуляризацii.
Оптимальне керування h∗ = (V ∗, r∗) визначається як мiнiмум функцiона-

лу Iα,γ(V, r), тобто

Tα,γ (V ∗, r∗) = min
(V,r)∈HγΩ

Iα,γ(V, r), (17)

а за розв’язок задачi 15-17, 3, 4 беремо u (x, t;V ∗, r∗) та сам вектор (V ∗(t), r∗) .

Запишемо iтерацiйний алгоритм визначення iнтенсивностей V β та коорди-
нат rβ. При переходi з k-ї iтерацii на (k + 1):

1. Розв’язується пряма задача для визначення стану системи

∂uk

∂t
+ Cuk +Duk + auk =

p∑
β=1

V β,kδ
(
x− rβ,k

)
, 0 < t ≤ T (18)

uk(0) = 0. (19)

2. Знаходиться спряжений стан, що вiдповiдає (V ∗, r∗)

− dψk

dt
− Cψk +Dψk + aψk = 2χ

(
uk − φ(t)

)
, T > t ≥ 0 (20)

ψk(T ) = 0. (21)

3. Визначаються новi наближення для координат r та потужностей V дже-
рел

V β,k+1 − V β,k

sk+1
+Ψk

(
rβ,k

)
+ 2αV β,k = 0

rβ,k+1 − rβ,k

σk+1
+
∂ψk

(
rβ,k

)
∂r

V β,k + 2γrβ,k = 0, β = 1, 2, . . . , p

(22)

Тут sk+1 та σk+1− кроковi множники, шо обираються з умов

∞∑
k=1

sk = +∞,
∞∑
k=1

σk = +∞, sk → 0σk → 0, k → ∞

4. Обчислюємо значення Iα
(
V k+1

)
за формулою 8 та при умовi

∣∣Iα (V k+1
)∣∣ < ε

зупиняємося.
(
V k+1, rk+1

)
− шуканнй розв’язок, iнакше переходимо на крок 1.
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2.3 Знаходження джерел при невiдомiй їхнiй кiлькостi
У попереднiх пiдроздiлах кiлькiсть джерел забруднення вважалася заздалегiдь
вiдомою. Розглянемо тепер можливий пiдхiд до розв’язання задачi iдентифiка-
цiї, коли данi лише спостереження.

Покриємо прямокутну область Ω ⊆ R2 рiвномiрною сiткою, у кожному вну-
трiшньому вузлi якої розташуємо по джерелу невiдомої iнтенсивностi - Nx дже-
рел по x та Ny по y. Вiдновивши iнтенсивностi за ранiше наведеним алгоритмом,
шуканими джерелами вважатимемо тi, iнтенсивнiсть яких бiльша за нуль.

Обчислювальнi затрати зростають пропорцiйно до щiльностi сiтки, однак
водночас пiдвищується i точнiсть знайдених координат, тому сiтку доцiльно
пiдбирати залежно вiд конкретної задачi.

Рiвняння, яким описується стан системи, набуває вигляду:

∂u

∂t
+

2∑
α=1

cα
∂u

∂xα
−

2∑
α=1

∂

∂xα
kα(x)

∂u

∂xα
+a(x)u = −

Nx∑
k=1

Ny∑
m=1

δ
(
x− rk,m

)
qk,m(t), (23)

або

∂u

∂t
+

2∑
α=1

cα(x)
∂u

∂xα
−

2∑
α=1

∂

∂xα
kα(x)

∂u

∂xα
+ a(x)u = F (x)V (t), (24)

де V (t) =
{
V 1,1(t), V 1,2(t), . . . , V Nx,Ny(t)

}
− вектор керування системою,

F (x) =
{
δ
(
x− r1,1

)
, δ

(
x− r1,2

)
, . . . , δ

(
x− rNx,Ny

)}
− вектор δ-функцiй,

x ∈ Ω ⊆ R2, 0 < t ≤ T

Скалярний добуток на гiльбертовому просторi керувань визначається як

⟨V,W ⟩ =
Nx∑
k=1

Ny∑
m=1

∫ T

0

Vk,m(t)Wk,m(t)dt

Оптимальне керування V ∗(t) визначаємо з умови

Iα(V ) =
J∑
j=1

∫ T

0

(ũ (zj, t;V )− φj(t))
2 dt+ α∥V ∥ −→

V
min, (25)

або

Iα(V ) =

∫ T

0

(χ, ũ(x, t;V )− φ(t))2dt+ α∥V ∥. (26)

Iтерацiйннй алгорнтм пошуку розв’язку, при переходi з s-ї на (s+1) iтерацiю:
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1. Розв’язується пряма задача для визначення стану системи

∂us

∂t
+ Cus +Dus + aus =

Nx∑
k=1

Ny∑
m=1

V k,m,sδ
(
x− rk,m

)
, 0 < t ≤ T, (27)

us(0) = 0. (28)

2. Знаходиться спряженнй стан Ψs системи з системи рiвнянь

− dψs

dt
− Cψs +Dψs + aψs = 2χ(u− φ⃗(t));T > t ≥ 0 (29)

ψs(T ) = 0. (30)

3. Визначаються новi наближення для потужностей V

V k,m,s+1 − V k,m,s

ss+1
+Ψs

(
rk,m

)
+ 2αV k,m,s = 0,

k = 1, 2, . . . , Nx, m = 1, 2, . . . , Ny

(31)

Тут ss+1− кроковi множникн, що обираються з умов
∑∞

s=1 ss = +∞; ss → 0,
s→ ∞;

4. Обчислюємо значення Iα
(
V s+1

)
за формулою 26 та при умовi

∣∣Iα (V s+1
)∣∣ <

ε зупиняємося - iнтенсивностi V s+1 - шуканi, iнакше переходимо на крок 1 . Туг
ε - величина, що характеризує точнiсть отриманого розв’язку.
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3 ДС-алгоритм для розв’язання задачi iдентифi-
кацiї

3.1 Чисельне моделювання при вiдомих координатах
Для спрощення будемо вважати, що область, в якiй розташованi джерела за-
бруднень, прямокутна:

Ω = {x | x = (x1, x2) , xα < lα, α = 1, 2}.
Розв’язуватись будуть двi прямi задачi: 10, 11 для основного стану системи

та 12, 13 для спряженого на кожнiй iтерацiї за допомогою ДС-алгорнтму.
Для сiткових функцiй, рiвних нулю на ∂w, визначимо гiльбертiв простiр

L2(w), в якому скалярннй добуток i норму задамо у виглядi

(u, v) =
∑
x∈w

u(x)v(x)h1h2, ∥u∥ =
√

(u, u).

Область Ω покриваємо сiткою

Ωh,τ = {(x1, x2, t) | x1 = kh1, x2 = mh2, t = nτ,

k = 0,M1,m = 0,M2, n = 0, N ;hα = 1/Mα, α = 1, 2, τ > 0,

яку розбиваємо на двi пiдмножнни: Ω(1,n)
h,τ та Ω

(2,n)
h,τ .

До першої вiдносимо всi точки (x1,k, x2,m, tn) ∈ Ωh,τ , для якнх (k +m+ n)−
непарне, а до другої - парне.

На внутрiшнiх точках Ω
(1,n+1)
h,τ задаємо сiмейство рiзницевнх схем

un+1
k,m = unk,m − τ

(
Cunk,m +Dunk,m + aunk,m

)
+ τF n

k,mV
n
k,m, (32)

а на внутрiшнiх точках Ω
(2,n+1)
h,τ −

un+1
k,m = unk,m − τ

(
Cun+1

k,m +Dun+1
k,m + aun+1

k,m

)
+ τF n

k,mV
n+1
k,m (33)

Tyт Cunk,m = c1,k,m
unk+1,m−unk−1,m

2h1
+ c2,k,m

unk,m+1−unk,m−1

2h2

Dunk,m = −
(
kk,m

unk+1,m − 2unk,m + unk−1,m

h21
+ kk,m

unk,m+1 − 2unk,m + unk,m−1

h22

)

FV n+1
k,m =

{
(h1−γ1)(h2−γ2)

h1h2
qβ(τn), якщо

∣∣∣x1,k − rβ1

∣∣∣ < h1

∣∣∣x2,k − rβ2

∣∣∣ < h2

0, в iншому випадку,

де β - номер джерела,
(
rβ1 , r

β
2

)
− координати джерела, γi =

∣∣∣xi,k − rβi

∣∣∣ , i = 1, 2.
Схеми доповнюємо початковою

u0k,m = g (kh1,mh2) , k = 0,M1,m = 0,M2 (34)

та граннчннми умовами
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un+1
0,m = un+1

M1,m
= 0,m = 0,M2;u

n+1
k,0 = un+1

k,M2
= 0, k = 0,M1. (35)

За розв’язок задачi прнймаємо значення u2nk,m при n = 0, 1, 2, . . . , N − 1
Аналогiчно, схеми ДС-методу для спряженого стану мають вигляд

ψn−1
k,m = ψnk,m + τ

(
Cψnk,m −Dψnk,m − aψnk,m

)
+ τZn

k,m, (x1,k, x2,m, tn−1) ∈ Ω
(1,n−1)
h,τ

(36)

ψn−1
k,m = ψnk,m + τ

(
Cψn−1

k,m −Dψn−1
k,m − aψn−1

k,m

)
+ τZn

k,m

(x1,k, x2,m, tn−1) ∈ Ω
(2,n−1)
h,τ

(37)

де Zn
k,m = 2χh (un − φn (tn)) ;χh(x) =

1
h1h2

∑J
j=1

∫
D0
δ (x− zj) dx,D0 = [−h1, h1]×

[−h2, h2],

ψTk,m = 0, k = 0,M1,m = 0,M2, (38)

ψn+1
0,m = ψn+1

M1,m
= 0,m = 0,M2;ψ

n+1
k,0 = ψn+1

k,M2
= 0, k = 0,M1. (39)

За цими схемами розв’язок послiдовно знаходимо, починаючи з n = N,N −
1, . . . , 1.

Отже, щоб знайти невiдомi iнтенсивностi, покладаємо в V (t) початковi на-
ближення iнтенсивностей i проводимо iтерацiйннй процес:

1) обчислюємо u за схемамн 32-35;
2) знаходимо ψ за схемами 36-39;
3) уточнюємо значення iнтенсивностей за формулою 14;
4) обчислюємо функцiонал якостi за формулою

Iα
(
V s+1

)
=

N∑
n=0

J∑
j=1

((
˜̃u
(
zj, τn;V

s+1
)
− φj(t)

)2
+ α

∥∥V s+1
∥∥2
p

(40)

де ˜̃u
(
zj, τn;V

s+1
)
= (1− ρ1)

(
(1− ρ2)u

n
k0,m0

+

ρ2u
n
k0,m0+1 + ρ1

(
(1− ρ2)u

n
k0+1,m0

+ ρ2u
n
k0+1,m0+1

)
k0 = [x1,j/h1] ,m0 = [x2,j/h2] , ρ1 = (x1,j − k0h1) /h1, ρ2 = (x2,j −m0h2) /h2

5) якщо
∣∣Iα (V s+1

)∣∣ < ε, то V s+1− шуканий розв’язок, iнакше переходнмо
на 1).

3.2 Чисельне моделювання при вiдомiй кiлькостi та невi-
домих координатах

Рiзницевi схеми ДС-алгоритму для прямої 27-28 та оберненої 29-30 задач мають
вигляд 32-35 та 36-39.
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Щоб знайти iнтенсивностi та координати джерел, покладемо в V (t) та r(t)
початковi наближення iнтенсивностей i проведемо iтерацiйннй процес:

1) обчислюємо u за схемами 32-35;
2) знаходимо ψ за схемами 36-39;
3) уточнюємо iнтенсивностi та координати за формулами

V β,n,s+1 = V β,n,s − sk
(
Ψn,s

(
rβ,n,sx , rβ,n,sy

)
+ 2αV β,n,s

)
,

rβ,n,s+1
x = rβ,sx − σk

(
∇̄xψ

n,s
(
rβ,n,sx , rβ,n,sy

)
V β,n,s + 2γrβ,n,sx

)
,

rβ,n,s+1
y = rβ,sy − σk

(
∇̄yψ

n,s
(
rβ,n,sx , rβ,n,sy

)
V β,n,s + 2γrβ,n,sy

)
,

β = 1, 2, . . . , p, n = 0, N,

(41)

де ∇̄xψ, ∇̄yψ - рiзницевi апроксимацiї другого порядку частинннх похiдних
∂ψ
∂x та ∂ψ

∂y вiдповiдно, що мають вигляд

∇̄xψ
n,s

(
rβ,n,sx , rβ,n,sy

)
=

= (1− ρ1)
(
(1− ρ2) ∇̄xψ

n,s
k0,m0

+ ρ2∇̄xψ
n,s
k0,m0+1

)
+

ρ1

(
(1− ρ2) ∇̄xψ

n,s
k0,1,m0

+ ρ2∇̄xψ
n,s
k0+1,m0+1

)
,

∇̄yψ
n,s

(
rβ,n,sx , rβ,n,sy

)
=

= (1− ρ1)
(
(1− ρ2) ∇̄yψ

n0
k0,m0

+ ρ2∇̄yψ
ns
k0,m0+1

)
+

ρ1

(
(1− ρ2) ∇̄yψ

n0
k0+1,m0

+ ρ2∇̄yψ
ns
k0+1,m0+1

)
,

∇̄xψ
n,s
k0,m0

=
ψn,sk0,+1,m0

− ψn,sk0−1,m0

2h1
, ∇̄yψ

n,s
k0,m0

=
ψn,sk0,,m0+1 − ψn,sk0,m0−1

2h2
,

k0 =
[
rβ,sx /h1

]
,m0 =

[
rβ,sy /h2

]
, ρ1 =

(
rβ,sx − k0h1

)
/h1, ρ2 =

(
rβ,sy −m0h2

)
/h2;

(42)
4) обчислюємо функцiонал якостi

Iα
(
V s+1

)
=

N∑
n=0

J∑
j=1

(
˜̃u
(
zj, τn;V

s+1
)
− φj(t)

)2
+ α∥V ∥2p + γ∥r∥2p (43)

де ˜̃u
(
zj, τn;V

s+1
)
= (1− ρ1)

(
(1− ρ2)u

n
k0,m0

+ ρ2u
n
k0,m0+1

)
+

ρ1
(
(1− ρ2)u

n
k0+1,m0

+ ρ2u
n
k0+1,m0+1

)
,

k0 = [x1,j/h1] ,m0 = [x2,j/h2] , ρ1 = (x1,j − k0h1) /h1, ρ2 = (x2,j −m0h2) /h2

5) якщо
∣∣Iα (V s+1

)∣∣ < ε, то V s+1− шуканнй розв’язок, iнакше переходнмо на
1).

3.3 Чисельне моделювання при невiдомiй кiлькостi
Подiбно до наведеного вище рiзницевого алгоритму, розглядаємо прямокутну
область
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Ω = {x | x = (x1, x2) , xα < lα, α = 1, 2},
покриваємо її сiткою

Ωh,τ = {(x1, x2, t) | x1 = kh1, x2 = mh2, t = nτ,

k = 0,M1,m = 0,M2, n = 0, N ;hα = 1/Mα, α = 1, 2, τ > 0,

i розбиваємо на двi пiдмножини Ω
(1,n)
h,τ та Ω

(2,n)
h,τ .

Щоб знайти невiдомi iнтенсивностi, покладаємо в V (t) початковi наближе-
ння i проводимо iтерацiйннй процес:

1) обчислюємо u за схемамн 32-35;
Зауваження: FV n+1

k,m = qk,m(τn), оскiльки джерела розташованi точно в ву-
злах, причому в кожному внутрiшньому вузлi сiтки розташоване джерело.

2) знаходимо ψ за схемами 36-39;
3) уточнюємо значення iнтенсивностей за формулою 14;
4) обчислюємо функцiонал якостi за формулою 40
5) якщо

∣∣Iα (V s+1
)∣∣ < ε, то V s+1− шуканий розв’язок, iнакше переходнмо

на 1).
6) джерела вважати знайденими на тих сiткових координатах (k, m), iнтен-

сивнiсть джерела на яких суттєво бiльша за нуль.
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4 Висновки
У данiй роботi були розглянутi задачi iдентифiкацiї точкових джерел забру-
днень, варiацiйний пiдхiд до їх розв’язання, чисельне моделювання вiдповiдних
процесiв, i запропоновано пiдхiд до розв’язання задачi, коли невiдомою є кiль-
кiсть джерел.

Варiацiйний пiдхiд було використано iз припущенням, що в кожному просто-
ровому вузлi фiксованої сiтки потенцiйно розташоване точкове джерело забру-
днень. Було побудовано алгоритм знаходження iнтенсивностей, зроблено дис-
кретизацiю з використанням двокрокового симетризованого алгоритму, розро-
блено програмну реалiзацiю розв’язання прямої задачi для отримання цiльової
функцiї (спостереження) для штучного тестового розв’язку.

Предметом подальшого вдосконалення може бути реалiзацiя програмного
розв’язання оберненої задачi та алгоритму перерахунку iнтенсивностей, а та-
кож бiльш детальне вивчення обчислювальної складностi запропонованих ал-
горитмiв.

15



Список використаних джерел
[1] Чисельне та комп’ютерне моделювання процесiв переносу з використанням

двокрокових симетризованих алгоритмiв : дис. канд. фiз.-мат. наук / В. В.
Оноцький; Київ, нац. ун-т iм. Т. Шевченка, 2013.

[2] Lyasko Sergey. Identification of Point Contamination Source in Ground Water /
Sergey Lyasko, Klyushin, Vladimir Semenov, Katerina Shevchenko // Int. J. Ecol.
Dev.; Vol.5, No. F06, Fall 2006, p.36-43.

[3] Клюшин Д. А. Iдентифiкацiя точкових джерел для параболiчних задач з
сингулярною правою частиною / Д. А. Клюшин, К. В. Шевченко // Журнал
обчислювальної та прикладної математики. – 2004. – вип. 2. – С. 62-70

[4] Самарский А. А. Разностные методы решения задач идентификации исто-
чника для параболических задач / А. А. Самарский, П. Н. Вабищевич //
Вестник Московского университета, С.15, Вычислительная математика и ки-
бернетика 1995, No 1, с. 47-56.

[5] Тихонов А. Н. Методы решения некорректных задач / А. Н. Тихонов, В. Я.
Арсенин. – М.: Наука 1986.

16



5 Додатки

5.1 Код програми для обчислювального експерименту
const z = [
[1, 2],
[3, 5],
[6, 4],
],
= [1, 3, 4],

r = [
[1, 2],
[3, 5],
[6, 4],
],
q = [1, 3, 4],
p = r.length,
M1 = 8,
M2 = 8,
h1 = 1 / M1,
h2 = 1 / M2,
N = 8,
J = .length,
= 1,
= 0.01,
= 1

let s = 1

const norm = (V) => V.reduce((sum, v) => sum + v, 0)
const g = (k, m) => 1
const a = () => 1
const K = (k, m) => 1
const c = (k, m) => [1, 1]
const u = (k, m, n) => {
if (n == 0) return g(k, m)
if (k <= 0 || k >= M1 || m <= 0 || m >= M2) return 0
const C =
(c(k, m)[0] * (u(k + 1, m, n) - u(k - 1, m, n))) / (2 * h1) +
(c(k, m)[1] * (u(k, m + 1, n) - u(k, m - 1, n))) / (2 * h2),
D = -(
(K(k, m) * (u(k + 1, m, n) - 2 * u(k, m, n) + u(k - 1, m, n))) / h1 ** 2 +
(K(k, m) * (u(k, m + 1, n) - 2 * u(k, m, n) + u(k, m - 1, n))) / h2 ** 2
),
= [0, 0],
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= r.findIndex(
(x) => ([0] = Math.abs(k * h1 - x[0])) < h1 && ([1] = Math.abs(m * h2 - x[1])) < h2
),
FV = == -1 ? 0 : (((h1 - [0]) * (h2 - [1])) / (h1 * h2)) * q[]
return u(k, m, n - 1) - * (C + D + a()) + * FV
}

const I = (V) => {
let sum = 0
for (let n = 0; n <= N; n++) {
for (let j = 0; j < J; j++) {
const k0 = Math.trunc(z[j][0] / h1),
m0 = Math.trunc(z[j][1] / h2),
1 = (z[j][0] - k0 * h1) / h1,
2 = (z[j][1] - m0 * h2) / h2,
u__ =
(1 - 1) * ((1 - 2) * u(k0, m0, n) + 2 * u(k0, m0 + 1, n)) +
1 * ((1 - 2) * u(k0 + 1, m0, n) + 2 * u(k0 + 1, m0 + 1, n))
sum += (u__ - [j]) ** 2
}
}
sum += * norm(V)
return sum
}
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