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Об’єкт дослiдження — розподiленi алгоритми пошуку рiвноваги Неша.
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1 Вступ
Протягом життя ми постiйно взаємодiємо з iншими людьми. Маленькi дi-

ти, намагаючись добитися того, щоб батьки купили вподобану цукерку, часто
шантажують батькiв своїми слiзьми. Приймаючи рiшення заплакати, дитина
ризикує — вiн не знає, як будуть поводитися тато з мамою. У трохи бiльш
дорослому вiцi абiтурiєнти, якi вибирають виш, приймають складне рiшення
в тому, до яких унiверситетiв подати документи. Помилка може коштувати
дорого: при неправильнiй стратегiї можна опинитися в слабкому унiверсите-
тi або взагалi залишитися без заповiтного студентського квитка. Закiнчивши
виш, юнаки й дiвчата починають шукати роботу. Перед iнтерв’ю з роботодав-
цем вони переглядають статтi в iнтернетi в тому, що можна i чого не можна
говорити на iнтерв’ю, — вони намагаються знайти найкращу стратегiю своєї
поведiнки, виходячи з очiкувань компанiї, в яку вони влаштовуються. Всi цi
ситуацiї об’єднує те, що рiшення, якi приймають люди, впливають на iнших.
Пошук найкращої стратегiї є не тривiальною задачею, як для дитини, так i для
дорослого. На жаль не всi дiють за принципами теорiї прийняття рiшень, теорiї
iгор чи просто аналiтично розв’язують поставлену перед ними проблему.

На мiй погляд, найбiльший вплив проблема пошуку оптимального рiшення
вiдiграє в економiцi. На сьогоднi, згiдно з економiчною теорiєю, конкурентна
рiвновага є оптимальним станом економiки, i вiдхилення вiд нього пов’язано зi
зниження її ефективностi. Одна з можливих причин цього вiдхилення — змiна
цiни товару в результатi дiй виробника або споживача товару, який контролює
значну частку в загальному обсязi продажiв. Велика частина реальних ринко-
вих продажiв олiгополiї. В той час, як окремий споживач не має ринкової влади
i його вплив у загальному обсязi продажiв складає сотi вiдсотка, найбiльший
виробник на таких ринках забезпечує не менше 10% вiд загального споживання.
Дослiдження математичних моделей i оцiнка очiкуваного вiдхилення вiд стану
конкурентної рiвноваги для рiзних типiв олiгополiї становлять великий iнтерес.
Типовим пiдходом до кiлькiсної характеристики умов досконалої конкуренцiї
та до оцiнки очiкуваного вiдхилення є порiвняння конкурентної рiвноваги з
рiшенням гри, яка описує олiгополiстичну конкуренцiю.

Метою даної роботи є дослiдження постановки математичної моделi про-
блеми пошуку рiвноваги Неша у мережево агрегативних iграх та проведення
чисельних експериментiв алгоритмiв пошуку її оптимального рiшення.
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2 Опис алгоритмiв

2.1 Умова задачi
У теорiї iгор агрегативна гра — це гра, в якiй виграш кожного гравця є

функцiєю власної стратегiї гравця та сукупностi стратегiй усiх гравцiв. Вперше
концепцiя була запропонована Нобелiвським лауреатом Рейнхардом Сельтеном
в 1970 роцi, який розглянув випадок, коли сукупнiсть є сумою стратегiй гравцiв.
У нашому випадку гра є мережевою, тобто кожен гравець спiлкується з iншими
гравцями та отримує iнформацiю про їхнi стратегiї. Гра вiдбувається покроково,
спочатку всi гравцi обирають випадкову стратегiю, далi вони повiдомляють її
своїм «знайомим» та отримують iнформацiю про їхнi стратегiї, змiнюють свою
стратегiю деяким чином, далi процес продовжується доки кожному гравцю буде
непотрiбно змiнювати стратегiю.

Агрегативна гра мiстить у собi n гравцiв проiндексованих якN = f1; 2; :::; ng,
де кожен гравець i має обрати стратегiю xi 2 Xi � Rm з цiллю мiнiмiзувати
функцiю витрат fi(xi; �x); fi : Rn � Rn ! R [ f1g, де �x = 1

n

Pn
j=1 xj

2.2 Алгоритм динамiки неперервного часу [13]
Надалi буде розглянуто напiвдецентралiзовану динамiку неперервного часу

для обчислення рiвноваги в класi агрегатних iгор. Зокрема, схему де децентра-
лiзована динамiка прогнозованого градiєнта визначає цiлiсний закон контролю.
Буде доведено глобальну експоненцiальну збiжнiсть запропонованої динамiки
до сукупної рiвноваги. Буде виведено достатню умову глобальної конвергенцiї,
позицiоновану в рамках сучасної лiтератури про агрегатнi iгри та показано, що
це покращує визнанi результати.

Бiльшiсть алгоритмiв розглядають дискретну динамiку часу, що за вiдпо-
вiдних технiчних припущень i достатнiх умов щодо даних задачi, сходяться до
рiвноваги гри. Елегантний пiдхiд фактично полягає у характеристицi бажаної
рiвноваги, формулює задачу з нерухомою точкою, яка вирiшується за допо-
могою вiдповiдної нелiнiйної дискретної динамiки iз гарантованою глобальною
асимптотичною конвергенцiєю.

З iншого боку, лише декiлька внескiв розглядали проблему обчислення рiв-
новаги через динамiку неперервної роботи, наприклад [10], [12]. Одна з причин
полягає в тому, що у випадку неперервного часу, виникають проблеми з опти-
мальним рiшенням.

Для кожного гравця i 2 N функцiя витрат fi має вигляд:

fi(xi; �) = gi(xi) + (C�)Txi (1)

де функцiя gi : Rn ! R двiчi неперервно диференцiйована та сильно опукла на
множинi Xi, з C 2 Rn�n
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Ðèñ. 1: Âiäñòàíü ìiæ ñåðåäíiìè ñòðàòåãiÿìè äîñëiäó òà ðiâíîâàãè.

Àëãîðèòì

Ç ìåòîþ äîñÿãíåííÿ ðiâíîâàãè ïðîïîíó¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñü íåïåðåðâíîþ äè-
íàìiêîþ ÷àñó:

_x i = x i � @gi (x i ) � C�; 8i 2 N (2)
_� = � (� � + �x ) (3)

äå

@g(x) =
�

v 2 Rm j g(z) � g(x) + vT (z � x); 8z 2 f x 2 Rm j g(x) < 1g
	

(4)

ñóáäèôåðåíöiàëüíèé íàáið çíà÷åíü, ÿêùî g äèôåðåíöiéîâàíà ïî x, òî @g(x) =
fr g(x)g, òà � > 0 âiëüíèé ïàðàìåòð.

Çàçíà÷èìî, ùî ñòðóêòóðà îá÷èñëåíü òà îáìiíó iíôîðìàöi¹þ ¹ íàïiâäåöåí-
òðàëiçîâàíîþ: ãðàâöi âèêîíóþòü îá÷èñëåííÿ i íå îáìiíþþòüñÿ iíôîðìàöi¹þ ìiæ
ñîáîþ, â òîé ÷àñ, ÿê öåíòðàëüíèé áëîê óïðàâëiííÿ, ÿêèé íå áåðå ó÷àñòi â ãði,
çáèðà¹ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ¨õ ðiøåíü �x (t) òà ïåðåäà¹ ñèãíàë� (t) ãðàâöÿì.

2.2.1 ×èñëîâå ìîäåëþâàííÿ

Îäíîþ ç îñíîâíèõ îáëàñòåé çàñòîñóâàííÿ àãðåãàòíèõ iãîð ¹ óïðàâëiííÿ ïî-
ïèòîì, äå ãðàâöi ¹ ñïîæèâà÷àìè àáî âèðîáíèêàìè åëåêòðîåíåðãi¨, ÷èÿ ôóíêöiÿ
âèòðàò çàëåæèòü âiä ñåðåäíüîãî ïîêàçíèêà ïîïèòó åëåêòðîåíåðãi¨, ÷åðåç çàãàëü-
íó öiíó íà íå¨. Íàïðèêëàä, ó [10, ðîçäië 5.2], ôóíêöiÿ iíäèâiäóàëüíèõ âèòðàò
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Ðèñ. 2: Âiäñòàíü ìiæ iíòåãðàëüíèì êåðóþ÷èì ñèãíàëîì òà éîãî ðiâíîâàãîþ.

êîæíîãî ãðàâöÿ îáèðà¹òüñÿ ÿê:

f i (x i ; � ) =
1
2

l i kx i � x �
i k

2 + ( a� + b)Tx i ; (5)

äå x �
i 2 R äîñÿæíà çìiííà, ïàðàìåòð l i > 0, ïàðàìåòðè a 2 R òà b2 Rn.

Äëÿ äîñëiäó áóëè âçÿòi íàñòóïíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ: N = 100; a = 1;
b= 0:5; X i = [0:25; 0:75]; x�

i � U(0; 1) òà l i = 1:5; 8i 2 N .
Ðîçãëÿíóòî çàäà÷i äëÿ òðüîõ âèïàäêiâ � = 0:2; � = 0:4; � = 0:6, ãðàôiêè

iëþñòðóþòü âiäñòàíü ìiæ ñåðåäíüîþ ñòðàòåãi¹þ äîñëiäó òà ñåðåäíüîþ ñòðàòåãi¹þ
ðiâíîâàãè â ÷àñik�x (t)� �� k (Ðèñ.1), à òàêîæ âiäñòàíü ìiæ iíòåãðàëüíèì êåðóþ÷èì
ñèãíàëîì � (t) òà éîãî ðiâíîâàãîþ �� (Ðèñ.2).

Çãiäíî ç ïîïåðåäíiìè äîñëiäæåííÿìè êîåôiöi¹íò ïîñèëåííÿ � ç (3) ìîæå
ïîìiòíî ïðèøâèäøèòè çáëèæåííÿ äî ðiâíîâàãè, àëå òiëüêè äî êðèòè÷íîãî çíà-
÷åííÿ, âèùå ÿêîãî ìîæóòü âèíèêàòè êîëèâàííÿ.

Âèñíîâîê

Â êîíòåêñòi àãðåãàòíèõ iãîð, iíòåãðàëüíà äèíàìiêà ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì,
íàïiâäåöåíòðàëiçîâàíèìè îá÷èñëåííÿìè òà îáìiíîì iíôîðìàöi¹þ ìîæå çàáåçïå-
÷èòè ãëîáàëüíó àñèìïòîòè÷íó çáiæíiñòü äî àãðåãàòíèõ ðiâíîâàã çà óìîâè ïî-
ñèëåííÿ êîíòðîëþ îáðàíîãî íàëåæíèì ÷èíîì. Ìàéáóòíi äîñëiäæåííÿ áóäóòü
çîñåðåäæåíi íà ðîçøèðåííi çáiæíîñòi òà àíàëiçi íà âèïàäîê çàãàëüíèõ ìåðåæå-
âèõ iãîð, ìîæëèâî, ç îáìåæåííÿì òà ðiçíèìè òåõíi÷íèìè ïðèïóùåííÿìè.
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2.3 Ëiíiéíî çáiæíèé àëãîðèòì [15]

Íîâèé ðîçïîäiëåíèé àëãîðèòì ñïiëüíî âèêîðèñòîâó¹ iäå¨ àëãîðèòìó êîíñåí-
ñóñó òà óìîâíîãî ïðî¹êöiéíîãî ñïóñêó [14]. Çà ñèëüíî ìîíîòîííîãî ïðèïóùåííÿ
ïðî ïñåâäîãðàäi¹íòíå âiäîáðàæåííÿ, äîâåäåìî çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì iç ôi-
êñîâàíèìè ðîçìiðàìè êðîêiâ, ùî ëiíiéíî çáiãà¹òüñÿ äî ðiâíîâàãè Íåøà. Ïîòiì
òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ïåðåâiðèìî ÷èñëîâèìè åêñïåðèìåíòè.

2.3.1 Ìåðåæåâà àãðåãàòèâíà ãðà

Ðîçãëÿíåìî íàáið ç n ãðàâöiâ, ïðîiíäåêñîâàíèõ ÿê N = f 1; 2; :::; ng. Â àãðå-
ãàòèâíié ãði ôóíêöiÿ âèòðàò ãðàâöÿi , f i (x i ; �x ) çàëåæèòü âiä âëàñíî¨ äiẍ i 2
X i � Rp òà ñóêóïíîñòi äié ãðàâöiâ �x = 1

n

P n
i=1 x i . Çàâäàííÿ ãðàâöÿ i â ÀÃ

ïîëÿãà¹ â ìiíiìiçàöi¨ éîãî âèòðàò: f i (x i ; �x ) äå x i 2 X i , a x j , j 6= i , j 2 N
ôiêñîâàíi, òà ïîøóê ðiâíîâàãè Íåøà âiäáóâà¹òüñÿ äëÿ âñiõ ãðàâöiâ. Âçà¹ìîäiÿ
ãðàâöiâ ìiæ ñîáîþ îïèñó¹òüñÿ ìàòðèöåþ âàã W = f wij gn� n äå wij > 0 ÿêùî
ãðàâöi ñïiëêóþòüñÿ, òàwij = 0 â iíøîìó âèïàäêó.

Àëãîðèòì

Ñïî÷àòêó äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ i 2 N îáèðà¹ìî ñòðàòåãiþ x0
i 2 X i âèïàäêî-

âèì ÷èíîì òà v0
i = x0

i .
Ïîâòîðþ¹ìî íàñòóïíó ïðîöåäóðó äëÿ âñiõ ãðàâöiâ i 2 N äîïîêè íå çiéäå-

ìîñü.

v̂ k+1
i =

nX

j =1

wij v k
i ; (6)

x̂ k+1
i =

Y

X i

�
xk

i � � F i
�
xk

i ;v̂ k+ 1
i

��
; (7)

xk+1
i = xk

i + �
�
x̂ k+1

i � xk
i

�
; (8)

v k+1
i = v̂ k+1

i + xk+1
i � xk

i : (9)

äå� îáåðåìî äîñòàòíüî ìàëèì, ùîá ïîñëiäîâíiñòü f xkgk2N çáiãàëàñü äî ôiêñîâà-
íî¨ òî÷êè x � , v i ëîêàëüíèé âåêòîð, ùî çìiíþ¹òüñÿ â çàëåæíîñòi âiä äié ñóñiäiâ,
� > 0 òà � 2 (0; 1] ðîçìið êðîêó.

2.3.2 ×èñëîâèé åêñïåðèìåíò

Ðîçãëÿíåìî n = 20 ôiðì, ùî êîíòðîëþþòü L = 10 ëîêàöié, êîæíié ôiðìi i
ïîòðiáíî îáðàòè ¨¨ ïðîäóêöiþ gil , òà çíèæêè sil íà ëîêàöi¨ l .

Öiíó ïðîäóêöi¨ ôiðìè i íà ëîêàöi¨ l ïîçíà÷èìî ÿê cil (gil ) òà âèçíà÷èìî ÿê
cil (gil ) = ail gil + bil g2

il ; äå ail òà bil ïàðàìåòðè ôiðìè i .
Äîõiä ôiðìè i íà ëîêàöi¨ l ¹ sil pl (sl ) äåsl =

P n
i=1 sil çàãàëüíà çíèæêà ëîêàöi¨

òà pl âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ öiíè.
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Ðèñ. 3: Òðà¹êòîði¨ ðîçðèâó ñóáîïòèìàëüíîñòi ó ðiçíèõ òîïîëîãiÿõ ìåðåæi.

Ôóíêöiÿ öiíè pl ¹ ôóíêöi¹þ ðåçåðâíîãî ïîïèòó òà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê pl (sl ) =
dl � sl ; äå dl öå ïàðàìåòð ëîêàöi¨ l .

Ìiñòêiñòü ïðîäóêöi¨ ôiðìè i íà ëîêàöi¨ l çàïèøåìî ÿê capil . Ïðèïóñêàþ÷è,
ùî ïëàòà çà òðàíñïîðòóâàííÿ ìiæ äâîìà ëîêàöiÿìè íóëüîâà, òîäi ïðîáëåìà äëÿ
ôiðìè i âèãëÿäà¹ òàê:

LX

l=1

[cil (gil ) � sil � pl (sl )] ! min (10)

gil ; sil � 0; gil � capil ; (11)
LX

l=1

gil =
LX

l=1

sil : (12)

Ó ñèìóëÿöi¨ áóëî ïîêëàäåíî ail � U(2; 12); bil � U(2; 3); dl � U(90; 100) òà
capil = 500 äëÿ i = 1; :::; n òà l = 1; :::; L: äå U(u1; u2) ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië íà
iíòåðâàëi [u1; u2].

Àëãîðèòì áóëî ðîçãëÿíóòî äëÿ òðüîõ âèïàäêiâ:

ˆ Linear: ãðàâåöüi ñïiëêó¹òüñÿ ç ãðàâöÿìè mod(i + 11j; n ) + 1 ; 0 � j < n= 11:

ˆ Log: ãðàâåöüi ñïiëêó¹òüñÿ ç ãðàâöÿìè mod(i + 2 j ; n) + 1 ; 0 � j < log2 n:

ˆ Complete: êîæåí ãðàâåöü ñïiëêó¹òüñÿ çi âñiìà.

Ìàòðèöÿ âàã W = f wij g çàäà¹òüñÿ òàê

wij =

8
><

>:

0; (i; j ) =2 E
�; (i; j ) 2 E; i 6= j
1 � � � d(i ); i = j

(13)
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Ðèñ. 4: Ïîðiâíÿííÿ ðiçíèõ àëãîðèòìiâ.

äå d(i ) ÷èñëî ãðàâöiâ, ùî ñïiëêóþòüñÿ ñ ãðàâöåìi , òà � = 0:5=maxi d(i ), òà E
ìíîæèíà ïàð, ùî ñïiëêóþòüñÿ ìiæ ñîáîþ. Ðèñ. 3 îïèñó¹ òðà¹êòîði¨ ñóáîïòè-
ìàëüíîãî ðîçðèâó jjxk � x � jj äëÿ ðiçíî¨ êiëüêîñòi iòåðàöié, äëÿ òðüîõ ìåðåæåâèõ
òîïîëîãié. Âñi òîïîëîãi¨ ïî÷èíàþòüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè ç îïòèìàëüíèì ðîçìiðîì
êðîêó. Ìîæíà áà÷èòè, ÿê àëãîðèòì ëiíiéíî çáiãà¹òüñÿ äëÿ ðiçíèõ òîïîëîãié.

Ùîá çíàéòè îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà � ôiêñó¹ìî ðiçíi çíà÷åííÿ
êîåôiöi¹íòà � , ïðèêëàä ëiíiéíî¨ òîïîëîãi¨ íàâåäåíî ó òàáëèöi.

� 0.8 0.85 0.9 0.95 1
� 0.108 0.092 0.096 0.090 0.087

"200(� 10� 5) 1.615 1.622 1.418 1.512 1.591

Ïîðiâíÿ¹ìî îïèñàíèé
òà [9], [11] àëãîðèòìè, ç
ÿêèõ ïåðøèé ïðèçíà÷åíèé
äëÿ iãîð, äå ôóíêöi¨ âè-
òðàò çàëåæàòü âiä äié çà-

ãàëîì, à îñòàííié ïðèçíà÷åíèé äëÿ ìåðåæåâî¨ àãðåãàòèâíî¨ ãðè, àëå ëèøå çi
çìåíøåííÿì ðîçìiðiâ êðîêiâ. Ðèñ. 4 ïîêàçó¹, ùî îïèñàíèé àëãîðèòì ïåðåâåð-
øó¹ iíøi. Àëãîðèòì [9] çàñòðÿ¹ ó ïî÷àòêîâié ôàçi, ÿêà îáóìîâëåíà âëàñòèâiñòþ
êîæíîãî ãðàâöÿ ðîáèòè ïîìèëêîâó îöiíêó äié ñóñiäiâ. Ùî ñòîñó¹òüñÿ àëãîðèòìó
â [11], òî âií âèêîðèñòîâó¹ çìåíøóâàíi ðîçìiðè êðîêiâ òà òàêîæ ïîñòóïà¹òüñÿ
îïèñàíîìó àëãîðèòìó.

Âèñíîâîê

Âèùå áóâ çàïðîïîíîâàíèé ïîâíiñòþ ðîçïîäiëåíèé àëãîðèòì äëÿ ìåðåæåâî¨
àãðåãàòèâíî¨ ãðè çà íåíàïðàâëåíèì çâ'ÿçêîì ìåðåæi. Êîëè ìåðåæåâà àãðåãàòèâ-
íà ãðà ¹ ñèëüíî ìîíîòîííîþ òà ìà¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Ëiïøiöà. Äîâåäå-
íî, ùî àëãîðèòì ç ôiêñîâàíèìè ðîçìiðàìè êðîêiâ çáiãà¹òüñÿ ëiíiéíî äî ðiâíîâà-
ãè Íåøà. Ó ïîäàëüøié ðîáîòi áóäóòü ðîçãëÿíóòi ëiíiéíî çáiæíi àëãîðèòìè äëÿ
ìåðåæåâèõ àãðåãàòèâíèõ iãîð ÷åðåç ìåðåæi ñïðÿìîâàíîãî çâ'ÿçêó àáî ìåðåæi,
ùî çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì.
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2.4 Àëãîðèòì ðîçïîäiëåíîãî íàâ÷àííÿ [16]

Ó ñòîõàñòè÷íèõ çàäà÷àõ ðiâíîâàãè çà Íåøåì äëÿ ãðàâöiâ ïðèðîäíî áóòè
íåiíôîðìîâàíèìè ïðî ¨õ ñåðåäîâèùå òà ìàòè áàãàòîâèìiðíi íåâiäîìi ïàðàìå-
òðè ó ñâî¨õ ìîäåëÿõ. Öåé àëãîðèòì çîñåðåäæó¹òüñÿ íà ëîêàëüíî ïîâ'ÿçàíèõ
ìåðåæåâèõ iãðàõ, äå ìåòà êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî ãðàâöÿ ïiäëÿãà¹ ñóêóïíîìó
âïëèâó íà éîãî ñóñiäiâ, àëãîðèòì ðîçðîáëåíî íà îñíîâi iòåðàöi¨ ïðîêñèìàëüíî¨
òî÷êè òà çâè÷àéíî¨ îöiíêè ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, äå êîæåí ãðàâåöü
áàãàòîðàçîâî îíîâëþ¹ ëîêàëüíi îöiíêè ñóñiäiâ, ïðèéìà¹ íàéêðàùå ðiøåííÿ çà
ìîæëèâèõ, ç óðàõóâàííÿì ïîòî÷íèõ îöiíåíèõ ïàðàìåòðiâ îòðèìó¹ ðåàëiçîâà-
íi îá'¹êòèâíi çíà÷åííÿ, i âèâ÷à¹ íåâiäîìi ïàðàìåòðè. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó
Ðîááiíñà-Çiãìóíäà òà çàêîí âåëèêèõ âiäõèëåíü äëÿ M-îöiíîê, âñòàíîâëþ¹òüñÿ
ìàéæå âïåâíåíó çáiæíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçàííÿ ñòîõàñòè-
÷íèõ çàäà÷ ðiâíîâàãè çà Íåøåì, êîëè ðîçìiðè êðîêiâ îíîâëåííÿ çìåíøóþòüñÿ
ç íàëåæíîþ øâèäêiñòþ.

Ðîçïîäiëåíèé àëãîðèòì íàâ÷àííÿ, ÿêèé ãàðàíòó¹ ìàéæå âïåâíåíó çáiæíiñòü
äî ñòîõàñòè÷íî¨ ðiâíîâàãè Íåøà â ëîêàëüíî ïîâ'ÿçàíèõ ìåðåæåâèõ iãðàõ ç íå-
âiäîìèìè ïàðàìåòðàìè. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïiñëÿ òîãî, ÿê óñi ãðàâöi âèçíà÷àþòü
ñâî¨ ðiøåííÿ, êîæåí ãðàâåöü ìîæå ñïîñòåðiãàòè çà ñâî¨ìè âëàñíèìè ðiøåííÿìè
òà óñâiäîìëþâàòè îá'¹êòèâíó öiííiñòü ðiøåíü, ïðèéíÿòèõ éîãî ñóñiäàìè. Íà êî-
æíié iòåðàöi¨ êîæåí ãðàâåöü âèáèðà¹ ñâî¹ ðiøåííÿ, çàçíà÷åíå ðîçâ'ÿçêîì éîãî
äîïîâíåíî¨ ïàðàìåòðèçîâàíî¨ ôóíêöi¨ íàéêðàùî¨ âiäïîâiäi çà ïîòî÷íèìè îöiíêà-
ìè ïàðàìåòðiâ ðàçîì iç äåÿêèì âèïàäêîâèì âåêòîðîì äîñëiäæåííÿ. Ïîòiì êîæåí
ãðàâåöü îòðèìó¹ çâîðîòíèé çâ'ÿçîê ïðî îá'¹êòèâíi çíà÷åííÿ òà ðiøåííÿ ñóñiäiâ
i îíîâëþ¹ ñâî¨ ïàðàìåòðè çà äîïîìîãîþ çâè÷àéíî¨ îöiíêè íàéìåíøèõ êâàäðà-
òiâ. Êðiì òîãî, íà âiäìiíó âiä áiëüøîñòi iñíóþ÷èõ àëãîðèòìiâ, ÿêi êîðèñòóþòüñÿ
ñêîðî÷óâàëüíèìè iòåðàöiÿìè â äèíàìiöi ïîøóêó ðiâíîâàãè Íåøà, îïåðàòîð iòå-
ðàöi¨ ç ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ çàäîâiëüíÿ¹ ëèøå (êâàçi)íåðîçøèðåíiñòü ÷åðåç íàëà-
øòóâàííÿ ÷àñòêîâî¨ iíôîðìàöi¨. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåîðåìà Ðîááiíñà-Çiãìóíäà,
âñòàíîâëþ¹òüñÿ îñíîâíà òåîðåìà çáiæíîñòi äëÿ çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó òà
îáãîâîðþþòüñÿ óìîâè, íåîáõiäíi äëÿ çàáåçïå÷åííÿ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ. Îòðè-
ìó¹òüñÿ âåðõíÿ ìåæà äëÿ øâèäêîñòi àñèìïòîòè÷íî¨ çáiæíîñòi òà îáãîâîðþ¹òüñÿ
ïðàâèëüíèé âèáið ðîçìiðiâ êðîêiâ, ùîá ãàðàíòóâàòè çáiæíiñòü.

2.4.1 Ôîðìóëþâàííÿ ëîêàëüíî ç'¹äíàíèõ ìåðåæåâèõ iãîð

Ðîçãëÿäà¹ìî ãðó, â ÿêó ãðà¹ ãðóïà çàöiêàâëåíèõ ãðàâöiâ, iíäåêñîâàíàN :=
f 1; :::; Ng, âçà¹ìîäi¨ ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ áàçîâîþ ìåðåæåþ çâ'ÿçêó G = ( N ; E).
Âèêîðèñòîâó¹ìî (i; j ) äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñïðÿìîâàíîãî ðåáðà, ó ÿêîãî ãðàâåöü i ¹
õâîñòîì, à j � ãîëîâîþ. Õî÷à êîæíå ðåáðî e 2 E äîïóñêà¹ ïåâíèé íàïðÿìîê,
çâ'ÿçîê ÷åðåç ðåáðîe íåíàïðàâëåíèé, òîáòî êîæåí ãðàâåöü i ìîæå íàäñèëàòè
ïîâiäîìëåííÿ îáîì éîãî âíóòðiøíiì ñóñiäàì N +

i := f j 2 N j (j; i ) 2 Eg òà
çîâíiøíiì ñóñiäàì N �

i := f j 2 N j (i; j ) 2 Eg, ïîòóæíîñòi ÿêèõ ïîçíà÷àþòüñÿ
N +

i òà N �
i âiäïîâiäíî.

Ìåòà êîæíîãî ãðàâöÿ i ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ìiíiìiçóâàòè öiëü î÷iêóâàíî¨
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âàðòîñòi, âèçíà÷åíóJi (x i ; x+
i ; w�

i ) := E[Ji (x i ; si (x+
i ; � i ; w�

i ))] , ùî çàëåæèòü âiä éî-
ãî âëàñíîãî ðiøåííÿ x i 2 Rni òà ðiøåííÿ éîãî âíóòðiøíiõ ñóñiäiâ x+

i := [ x j ]j 2N �
i
.

Âàðòî çãàäàòè, ùî �
i ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ïàðàìåòðè÷íi âõîäè J i .

Âèêîðèñòà¹ìî si äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñóñiäíüî¨ àãðåãàòíî¨ ôóíêöi¨:

si (x+
i ; � i ; w�

i ) := w�
ii +

X

j 2N +
i

w� T
ji x j + � i ;

äå w�
ii 2 R òà w�

ji 2 Rnj � äåÿêi ïîñòiéíi ïàðàìåòðè, òàêîæ ââåäåìî âèïàäêîâó
âåëè÷èíó � i : 
 ! R ùî îïèñó¹ íåâèçíà÷åíiñòü â si . Ðiøåííÿ x i , ïðèéíÿòå
ãðàâöåì i , ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ íàáîðó ëîêàëüíèõ îáìåæåíü X i � Rni .

Äàëi âèçíà÷èìî:

w�
i :=

�
w�

ji

�
j 2f ig[N +

i
; w� := [ w�

i ]i 2N ; n :=
X

i 2N

ni ; n+
i =

X

j 2N +
i

nj ; X :=
Y

i 2N

X i

Äîïóñòèìèé íàáið ïàðàìåòðiâ ãðàâöÿ i ïîçíà÷à¹òüñÿ Wi , òà w�
i 2 W i . Çàãàëîì,

ëîêàëüíà ïðîáëåìà ñòîõàñòè÷íî¨ îïòèìiçàöi¨ ãðàâöÿ i ìîæå ôîðìàëüíî çàïèñàòè
òàê:

minimizex i 2X i Ji
�
x i ; x+

i ; w�
i

�
(14)

Óêëàäàþ÷è ÷àñòêîâi ãðàäi¹íòè@x i Ji
�
x i ; x+

i ; w�
i

�
ìîæåìî ïîáóäóâàòè ïñåâäî-

ãðàäi¹íòíèé îïåðàòîð Fw� : X ) Rn ÿê Fw� : x 7!
�
@x i Ji

�
x i ; x+

i ; w�
i

��
i 2N . Öåé

îïåðàòîð ãðà¹ çíà÷íó ðîëü ó ðåãóëþâàííi ðiçíèõ âèäiâ iãîð, àíàëiçi âëàñòèâî-
ñòåé ìíîæèí ðiøåíü, i ò.ï. Iãðè ç ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííèì ïñåâäîãðàäi¹íòîì
Fw� íàçèâàþòü ìîíîòîííèìè iãðàìè. Ùîá îá÷èñëèòè ðiâíîâàãó Íåøà äëÿ çàäà÷i
ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè âiäïîâiäíó óçàãàëüíåíó âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü: çíàéòè ïàðó
âåêòîðiâ (x � ; g� ) òàêèé, ùî x � 2 X òà g� 2 Fw� (x � ) òà (x � x � )T g� � 0; 8x 2 X .
Çàäà÷ó ìîæíà ïåðåïèñàòè ÷åðåç íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi çàäà÷i (14):

0 2 @x i I i
�
x i ; x+

i ; w�
i

�
+ NXi (x i ) ; 8i 2 N ; (15)

Êîðîòêî îáãîâîðèìî îäèí ïðèêëàä ïîäiáíî¨ çàäà÷i.

Ïðèêëàä

Iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà ãðàâöiâ, iíäåêñîâàíèõ i = 1; :::; N , êîæåí ç ÿêèõ
ñòâîðþ¹ ñêàëÿðíó íåâiä'¹ìíó îáìåæåíó ñòðàòåãiþ x i ùîá îïòèìiçóþ÷è éîãî êâà-
äðàòè÷íó ìåòó Ji (x i ; x+

i ) := 1
2(x i )2 + ( K i

P
j 2N +

i
wij x j � aj )x i , äå K i ; ai 2 R, òà

wij âêàçó¹ íà âïëèâ ðiøåííÿ ãðàâöÿ j íà öiëüîâó ôóíêöiþ ãðàâöÿ i . Öÿ ìîäåëü
áóëà çàñòîñîâàíà äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiçíèõ åêîíîìi÷íèõ óìîâ, âêëþ÷àþ÷è ïðè-
âàòíå íàäàííÿ ñóñïiëüíi áëàãà òà iãðè ç ëîêàëüíîþ âçà¹ìîäîïîâíþâàíiñòþ, àëå
ãëîáàëüíîþ çàìiííiñòþ.
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2.4.2 Ðîçïîäiëåíå ðiøåííÿ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó ïðîêñèìàëüíî¨
òî÷êè ç òî÷íèìè ïàðàìåòðàìè

Ïî÷èíà¹ìî ç ïðîïîçèöi¨ ðîçïîäiëåíîãî ðiøåííÿ äëÿ ïðîáëåìè ïîøóêó ðiâíî-
âàãè çà Íåøåì ç òî÷íî çàäàíèìè ïàðàìåòðàìè. Àëãîðèòì ¹ ðåàëiçàöi¹þ ñõåìè
ç ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ, ìîæå çäiéñíþâàòèñÿ ðîçïîäiëåíèì i íåçàëåæíèì ÷èíîì,
êîæåí ãðàâåöü ïðèéìà¹ ðiøåííÿ íà îñíîâi ðiøåíü iíøèõ ãðàâöiâ ç îñòàííüî¨ iòå-
ðàöi¨. Îäíàê, âëàñòèâîñòi çáiæíîñòi çàëåæàòü âiä ñêîðîòëèâîñòi ¨õíiõ iòåðàöié
ç ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ, ùî âèìàãà¹ äîäàòêîâèõ çàêîíîìiðíîñòåé ùîäî öiëåé òà
ìåðåæåâèõ ñòðóêòóð.

Äàíî ñêií÷åííîâèìiðíèé ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííèé îïåðàòîð A, ðåçîëüâåíòà
JA := ( I + A)� 1 ¹ òâåðäî íåðîçøèðþâàëüíîþ. Îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ïðîòîòèï
iòåðàöi¨x(k+1) := x(k) + 
 (k)

�
JAx(k) � x(k)

�
, ÿêèé ãåíåðó¹ ïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà-

¹òüñÿ äî òî÷êè â Zer(A), íóëüîâîìó íàáîði A. Òóò
�

 (k)

�
k2N çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè


 (k) 2 [0; 1] òà
P

n2N 
 (k)
�
1 � 
 (k)

�
= + 1

Êîæíîìó ãðàâöþ i 2 N äàìî ëîêàëüíó îöiíêó yj
i äëÿ ðiøåííÿ êîæíîãî ç

éîãî âíóòðiøíiõ ñóñiäiâ j 2 N +
i . Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî yi

i äëÿ ïîçíà÷åííÿ ëî-
êàëüíîãî ðiøåííÿ ãðàâöÿ i , äå y+

i := [ yj
i ]j 2N +

i
ñòåê ëîêàëüíèõ îöiíîê ðiøåíü

éîãî âíóòðiøíiõ ñóñiäiâ, òà y�
i := [ yi

j ]j 2N �
i

ñòåê ëîêàëüíèõ îöiíîê ðiøåíü éîãî

çîâíiøíiõ ñóñiäiâ. Íåõàé yi := [ yi
i ; [yj

i ]j 2N +
i

] òà y := [ yi ]i 2N . Äîïóñòèìà îáëàñòü

âåêòîðà ñòåêàyi âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ~X i := X i � Rn+
i . Íåõàé ~X :=

Q
i 2N

~X i � R~n,
äå ~n := n +

P
i 2N n+

i . Ç ââåäåííÿì ëîêàëüíèõ îöiíîê ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè
ðîçøèðåíèé ïñåâäîãðàäi¹íò ~Fw� : ~X ) Rn ÿê ~Fw� : y 7!

�
@yi

i
Ji

�
yi

i ; y+
i ; w�

i

��
i 2N

,
òà ìàòðèöÿ âèáîðó R ÿê R := blkd

�
fR i gi 2N

�
� äiàãîíàëüíà êîíêàòåíàöiÿ ìà-

òðèöü, äå êîæåíR i := [ I ni ; 0ni � n+
i
].

Âèêîðèñòàííÿ ëîêàëüíî¨ îöiíêè yj
i ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ââåäåííÿ â ìå-

ðåæó ¾ïñåâäîãðàâöÿ¿j i . Êîæåí ïñåâäîãðàâåöü j i ïiäêëþ÷åíèé äî ãðàâöÿ j , äå
ãðàâåöüi òà ïñåâäîãðàâåöüj i äëÿ âñiõi 2 N �

j ñòàíîâëÿòü çâ'ÿçàíèé êîìïîíåíò.
Êîíöåïòóàëüíî ðîç'¹äíó¹ìî ðåáðà â E, ùî ïîðîäæó¹ íîâó ìåðåæó çàëåæíî-
ñòåé ~G ç N òàêèõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíòiâ. Íåõàé L ïîçíà÷à¹ ìàòðèöþ Êiðõãîôà
(Laplacian matrix) ìåðåæi ~G, ÿêà ìà¹ íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ òà iíøi, áiëü-
øi çà íóëü. Êîæíå íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ ïîâ'ÿçàíå ç âëàñíèì âåêòîðîì, ùî
âiäïîâiäà¹ êîíñåíñóñó âñåðåäèíi çâ'ÿçíîãî êîìïîíåíòà. Ïîäàëüøå ðîçøèðþþ÷è
êîæåí çàïèñ L íà êâàäðàòíó ìàòðèöþ ç íàëåæíèì ðîçìiðîì, îòðèìó¹ìî êâàäðà-
òíó ìàòðèöþ ~L 2 R~n� ~n, ÿêi ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè äëÿ îòðèìàííÿ êîìïàêòíî¨
ôîðìè iòåðàöi¨ ç ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ. Ìè âèçíà÷à¹ìî íàñòóïíèé îïåðàòîð T,
íóëi ÿêîãî âiäïîâiäàþòü ñàìå ðîçâ'ÿçêàì ðiâíîâàãè Íåøà äëÿ (14):

T : y 7! @

 
X

i 2N

Ji (yi
i ; y+

i ; w�
i ) + �X i (yi

i )

!

+ � ~Ly = R T ~Fw� (y)+ N ~X (y)+ � ~Ly; (16)

äå � 2 R++ � êîíñòàíòà, ùî êîíòðîëþ¹ âíåñîê ëîêàëüíèõ ïîìèëîê îöiíêè.
Îñêiëüêè ìàòðèöÿ ~L ïî¹äíó¹ îíîâëåííÿ âñiõ yi , òàêèì ÷èíîì, ðåçîëüâåí-

òà T íå ìîæå áóòè îá÷èñëåíà ðîçïîäiëåíî, ââåäåìî ìàòðèöþ ïðî¹êòóâàííÿ
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� := � � 1 � � ~L òà îá÷èñëèìî ðåçîëüâåíòó � � 1T, äå � := blkd( � 1; : : : ; � N ) òà

êîæåí � i := blkd( � i 0 
 I ni ; f � ij 
 I nj gj 2N +
i

) 2 Sni + n+
i

++ ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ç
óñiìà äîäàòíèìè äiàãîíàëüíèìè çàïèñàìè (ðîçìiðàìè êðîêiâ). Êðiì òîãî, ùîá
ãàðàíòóâàòè, ùî íóëüîâèé íàáið T òà � � 1T ¹ åêâiâàëåíòíèì, à ïîâ'ÿçàíèé Ãiëü-
áåðòiâ ïðîñòið äîáðå âèçíà÷åíèì, âèáðàíi ðîçìiðè êðîêiâ ó � ìàþòü áóòè äîñòà-
òíüî ìàëèìè, ùîá � áóâ äîäàòíî âèçíà÷åíèì. Äëÿ êîæíîãî ãðàâöÿ i äîñòàòíüî
âñòàíîâèòè ðîçìið êðîêó ëîêàëüíîãî ðiøåííÿ � � 1

i0 > 2�N �
i òà ðîçìiðè êðîêiâ

ëîêàëüíî¨ îöiíêè � � 1
ij > 2. Íåõàé K � öå Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, îòðèìàíèé øëÿõîì

íàäàííÿ âåêòîðíîìó ïðîñòîðó R~n âíóòðiøíüîãî äîáóòêó hy; y0i K = h� y; y0i . Ç
óñiìà ââåäåíèìè åëåìåíòàìè ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè íóëü � � 1T, âèêîðèñòîâóþ-
÷è òàêó iòåðàöiþ:

~y(k+1) := J� � 1(y(k)); y(k+1) := y(k) + 
 (k)(~y(k+1) � y(k)) (17)

Äåòàëüíà ðåàëiçàöiÿ (17) ñêëàäà¹òüñÿ ç îïòèìiçàöi¨ äîïîâíåíèõ öiëåé ç íàé-
êðàùîþ âiäïîâiääþ Ĵ(k)

i òà äåÿêèõ ëiíiéíèõ îíîâëåíü, äå îïåðàòîð:

Ĵ(k)
i

�
~yi

i ; w�
i

�
:= Ji (~yi

i ; ~y+( k+1)
i ; w�

i ) + � (
X

j 2N �
i

yi (k)
i � yi (k)

j )T ~yi
i +

1
2� i 0






 ~yi

i � yi (k)
i








2

2
;

áóëî óïóùåíî äëÿ ñòèñëîñòi.
Äàëi îïèñó¹ìî ìîäèôiêîâàíó âåðñiþ, ÿêà áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ïðîòÿãîì

äèíàìiêè íàâ÷àííÿ â íàñòóïíîìó ðîçäiëi. Ç ââåäåííÿì ëîêàëüíèõ îöiíîê yj
i òà

ðîçøèðåíîãî ïñåâäîãðàäi¹íòà ~Fw� îïåðàòîð T áiëüøå íå ¹ ìàêñèìàëüíî ìîíî-
òîííèì, i ðåçîëüâåíòà J� � 1T âçàãàëi íå âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ òâåðäî íåðîçøèðþ-
âàíîñòi. Ïîçíà÷èìî íàéáiëüøó (âiäïîâiäíî íàéìåíøó) êiëüêiñòü çîâíiøíiõ ñóñi-
äiâ ó G ÷åðåç �N � (âiäïîâiäíî N � ), òîáòî �N � := max

�
N �

i : i 2 N
	

(âiäïîâiäíî
N � := min

�
N �

i : i 2 N
	

).
Äëÿ ìîíîòîííî¨ ãðè, òîáòî ãðè ç ìîíîòîííiñòþ Fw� , êîëè îáìåæåíî êîí-

ñåíñóñíèì ïiäïðîñòîðîì yj
i = yj

j äëÿ âñiõ i 2 N òà j 2 N +
i ; T ìà¹ ìàêñè-

ìàëüíó ìîíîòîííiñòü i ñâîþ òâåðäî íåðîçøèðþâàíó ðåçîëüâåíòó J� � 1T. Êîí-
òðîëü øâèäêîñòi çðîñòàííÿ ~Fw� ñòîñîâíî ëîêàëüíèõ îöiíîê ç íåïåðåðâíiñòþ
çà Ëiïøèöåì, ÿêùî ìîíîòîííiñòü ~F âiäñóòíÿ, âîíà ìîæå áóòè êîìïåíñîâàíà
ìiðîþ ïîðóøåííÿ �

2yT ~Ly . Ñëàáêiøèì ïîíÿòòÿì ¹ êâàçiíåðîçøèðþâàíiñòü: çà-
ãàëüíèé îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíåðîçøèðþâàíèì, ÿêùî 8x 2 domA i
8y 2 Fix( A); kAx � yk � k x � yk.
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2.4.3 Ïðîáëåìè ïîøóêó ðiâíîâàãè ç íåâiäîìèìè ïàðàìåòðàìè

Ïiäïðîãðàìà 1: Ðîçïîäiëåíèé ïîøóê ðiâíîâàãè çà Íåøåì

Äîñòóïíi çìiííi: f y(k)
i g; f ŵ(k)

i g;
Íà k-ié iòåðàöi¨, êîæåí ãðàâåöü i 2 N :

Îòðèìó¹ f yj (k)
j gj 2N +

i
òà f yi (k)

j gj 2N �
i

;

~yj (k+1)
i = yj (k)

i � � ij � (yj (k)
i � yj (k)

j ); 8j 2 N +
i ;

~yi (k+1)
i = argmin

~yi
i 2X i

f Ji (~yi
i ; ~y+( k+1)

i ; ŵ(k)
i ) + � (

X

j 2N �
i

yi (k)
i � yi (k)

j )T ~yi
i +

1
2� i 0

k~yi
i � yi (k)

i k2
2g

y(k+1)
i = y(k)

i + 
 (k)(~y(k+1)
i � y(k)

i ):

Òåïåð ïåðåéäåìî äî ñèòóàöi¨, êîëè íà êîæíié iòåðàöi¨ k, êîæåí ãðàâåöüi íå
ìà¹ äîñòóïó äî òî÷íîãî ïàðàìåòðà w�

i àëå çáåðiãà¹ éîãî îöiíêó ŵ(k)
i := [ ŵ(k)

ji ]j 2f ig[N +
i

Äîñëiäèìî òàêó ïðîñòó äèíàìiêó íàâ÷àííÿ, äå íà êîæíié iòåðàöi¨ êîæåí ãðàâåöü
i ñïî÷àòêó ïðèéìà¹ ðiøåííÿ, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ îïòèìiçàòîðîì, âèêîðèñòîâóþ÷è
îöiíåíi ïàðàìåòðè òà ïåâíèé âèïàäêîâèé êîåôiöi¹íò äîñëiäæåííÿ, ïîòiì ñïîñòå-
ðiãà¹ çà ðåàëiçîâàíèì îá'¹êòèâíèì çíà÷åííÿì òà ðiøåííÿìè, ïðèéíÿòèìè éîãî
ñóñiäàìè, òà îíîâëþ¹ îöiíêè íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ. Çàóâàæèìî, ùî çàìiñòü ìiíi-
ìiçàöi¨ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ Ĵ(k)

i (~yi
i ; w�

i ), ãðàâåöüi òåïåð ïðèéìà¹ íàéêðàùå ðiøåííÿ
ùîäî âiäïîâiäi. Ĵ(k)

i (~yi
i ; ŵ(k)

i ). Öÿ çàìiíà â ïàðàìåòðàõ ïðèçâîäèòü äî îöiíêè îïå-
ðàòîðàT(k) äëÿ T, ç ~Fw� çàìiíåíî íà ~Fŵ(k): Äëÿ ñòèñëîñòi ïîçíà÷èìî òî÷íi iòåðà-
öi¨ ïîçíà÷èòè R� := J� � 1T òàP� := I + 
 (k) (R� � I ), à îöiíåíi iòåðàöi¨ (íà îñíîâi
îöiíîê ïàðàìåòðiâ) ïîçíà÷èìî ÿê R(k) := J� � 1T(k ) òà P (k) := I + 
 (k)

�
R(k) � I

�
.

Äèíàìiêà ïîøóêó ðiâíîâàãè çà Íåøåì ïîòiì îïèñó¹òüñÿ ÿê y(k+1) := P (k)y(k), à
ïðîìiæíèé ðåçóëüòàò äà¹òüñÿ ~y(k+1) := R(k)y(k). Äåòàëüíà ðåàëiçàöiÿ âêëþ÷åíà
â ïiäïðîãðàìó 1.

2.4.4 Ìîäåëü íàâ÷àííÿ ïàðàìåòðiâ

Ðîçãëÿíåìî ïðàâèëüíèé ñïîñiá ãåíåðóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi îöiíîê (ŵ(k)
i )k2N,

êîëè êîæåí ãðàâåöü i íå ìà¹ óÿâëåííÿ àáî íå âïåâíåíèé ùîäî ïàðàìåòðiâ w�
i

âñåðåäèíi ñâî¹¨ ìåòè Ji . Ïðèïóñòèìî, ùî êîæåí ãðàâåöü ìà¹ äîñòóï äî ñèñòå-
ìè çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó, ÿêà ïîâåðòà¹ ðåàëiçîâàíå çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ íà
îñíîâi ïðîôiëþ ðiøåííÿ âñi¹¨ ìåðåæi ãðàâöiâ. ïîòðiáíî ùîá êîæåí ãðàâåöü ìiã
âèêîíàòè çâè÷àéíó îöiíêó ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, ùîá äiçíàòèñÿ ŵ(k)

i
íà êîæíié iòåðàöi¨ k.

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíîìiðíî ¾òîíêèé¿ õâiñò âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè � i ¹ ñóòò¹-
âèì äëÿ çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòó âåëèêèõ âiäõèëåíü äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó
çáiæíîñòi, à ðåçîëüâåíòàJ� � 1T ¹ ÷iòêî âèçíà÷åíîþ òà îöiíþ¹òüñÿ â K.

Ùîá îöiíèòè íåâiäîìi ïàðàìåòðè, êîæåí ãðàâåöü i 2 N âèáèðà¹ îïîðíó
òî÷êó yi (k+1)

i 2 X i , äå öå ãðàâåöü ïðàãíå ñïîñòåðiãàòè éîãî âèãðàø i îöiíþâàòè
ïàðàìåòðè. Êðiì òîãî, ãðàâåöü i ìàëþ¹ âèïàäêîâèé âåêòîð äîñëiäæåííÿ � (k)

i :
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 ! Rni i ãðà¹ â �yi (k+1)
i := yi (k+1)

i + � (k)
i .

Òèì íå ìåíø, ïèòàííÿ äîöiëüíîñòi âèíèêà¹ iç çàïðîâàäæåííÿì âèïàäêîâîãî
äîñëiäæåííÿ � (k)

i . Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîæíà ëîêàëüíà äîïóñòèìà ìíîæèíà X i

¹ îïóêëèì òiëîì ó Rni , òîáòî ìà¹ íåïîðîæíié òîïîëîãi÷íèé iíòåð'¹ð. Êðiì òîãî,
ìè ââåäåìî ¾áåçïå÷íó ìåðåæó¿ òà íàëàøòó¹ìî âèáðàíó òî÷êó îïîðè yi (k+1)

i , ùîá
âîíà çíàõîäèëàñÿ â ìåæàõ íàëåæíèì ÷èíîì çìåíøåíî¨ çîíè X i . Äîêëàäíiøå, íå-
õàé Br i (pi ) � r i -êóëÿ ç öåíòðîì ó äåÿêîìó pi 2 X i òàê, ùî Br i (pi ) � X i . Òîäi
çàìiñòü òîãî, ùîá áåçïîñåðåäíüî çáóðþâàòè yi (k+1)

i � (k)
i , ðîçãëÿäà¹ìî êîðèãóâàí-

íÿ äîöiëüíîñòi ~� (k)
i := � (k)

i � �� i r � 1
i (yi (k+1)

i � pi ), äå �� i := maxfk � i ( omega)k2 :
! 2 
 g çàäîâîëüíÿ¹ �� i r � 1

i < 1. Êîæåí ãðàâåöü i ãðà¹ yi (k+1)
i + ~� (k)

i çàìiñòü
yi (k)+1)

i + � (k)
i . Öå êîðèãóâàííÿ ïåðåìiùó¹ êîæíó êóëþ O(�� i )-áëèæ÷å äî âíó-

òðiøíüî¨ áàçîâî¨ òî÷êè pi çà äîïîìîãîþ yi (k+1)
i� = yi (k+1)

i � �� i r � 1
i (yi (k+1)

i � pi ), à
ïîòiì çáóðþ¹ yi (k+1)

i� íà � (k)
i . Âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî �yi (k+1)

i := yi (k+1)
i� + � (k)

i =
(1 � �� i r � 1

i )yi (k+1)
i + �� i r � 1

i (pi + r i
�� � 1

i � (k)
i ) 2 X i i pi + r i

�� � 1
i � (k)

i 2 Br i (pi ), òîäi çàáåçïå-
÷ó¹òüñÿ äîöiëüíiñòü òî÷êè çàïèòó. Ïiñëÿ íàâåäåíîãî âèùå êîðèãóâàííÿ äîöiëü-
íîñòi íåõàé s(k)

i = w�
ii +

P
j 2N +

i
w� T

ji �yj (k+1)
j + � (k)

i i ` (k)
i = [1; [�yj (k+1)

j ]j 2N +
i

]. Íà îñíîâi

ñïîñòåðåæóâàíèõ çíà÷åíü, äîñòóïíèõ íà k-é iòåðàöi¨,ŵ(k+1)
i âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

ŵ(k+1)
i := argminwi 2W i

1
k + 1

kX

t=0

�
s(t)

i �
D

` (t)
i ; wi

E� 2
: (18)

Ïîâíà äèíàìiêà íàâ÷àííÿ ïàðàìåòðiâ íàâåäåíà â ïiäïðîãðàìi 2.

Ïiäïðîãðàìà 2: Îöiíêà íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà

Íà k-ié iòåðàöi¨:
Êîæåí ãðàâåöüi 2 N :

Âèïàäêîâî âèáèðà¹ êîåôiöi¹íò äîñëiäæåííÿ � (k)
i ;

Ïðèéìà¹ ðiøåííÿ ãðàòè �yi (k+1)
i := yi (k+1)

i + � (k)
i � �� i r � 1

i (yi (k+1)
i � pi );

Ñïîñòåðiãà¹ çàJi (�y
i (k+1)
i ; s(k)

i ) òà îòðèìó¹ f �yj (k+1)
j gj 2N +

i
âiä âíóòðiøíiõ ñóñiäiâ;

Îöiíþ¹ íåâiäîìi ïàðàìåòðè ŵ(k+1)
i ðîçâ'ÿçóþ÷è (18).
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2.4.5 Äèíàìiêà íàâ÷àííÿ òà àíàëiç çáiæíîñòi

Çáèðàþ÷è ðàçîì êðîêè îíîâëåííÿ ïîøóêó ðiâíîâàãè çà Íåøåì òà åòàïè îöií-
êè ïàðàìåòðiâ, äèíàìiêà íàâ÷àííÿ ç íåâiäîìèìè ïàðàìåòðàìè â öiëÿõ îïèñàíà
â Àëãîðèòìi 3.

Àëãîðèòì 3: Ðîçïîäiëåíå íàâ÷àííÿ ç íåâiäîìèìè ïàðàìåòðàìè

Iíiöiàëiçàöiÿ: f y(0)
i g; f ŵ(0)

i g çà äîïîìîãîþ y(0)
i 2 X i òà ŵ(0)

i 2 W i

Ïîâòîðåííÿ ïîêè íå çiéäåòüñÿ:
1) Îíîâëåííÿ êðîêó: çàïóñòèòè Ïiäïðîãðàìó 1;
2) Îíîâëåííÿ îöiíêè ïàðàìåòðà: çàïóñòèòè Ïiäïðîãðàìó 2;
Ïîâåðòà¹ìî: f y(k)

i g; f ŵ(k)
i g.

Ïî÷èíà¹ìî ç âñòàíîâëåííÿ íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó çáiæíîñòi äëÿ iòåðàöi¨ ç
ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ òà çàãàëüíèì íåïåðåðâíèì êâàçiíåðîçøèðþâàëüíèì îïåðà-
òîðîì iòåðàöi¨ R� : H ! H òà éîãî íàáëèæåííÿì

�
R(k)

�
k2N:

x(k+1) := x(k) + 
 (k)
�

R(k)x(k) � x(k)
�

; (19)

äå H � ñêií÷åííîâèìiðíèé Ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið, éîãî âíóòðiøíié äîáóòîê òà
íîðìà ïîçíà÷àþòüñÿ h; i H i k � kH âiäïîâiäíî. Ïåðø íiæ ïðîäîâæèòè, ââîäèìî
íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ, ùîá ïîëåãøèòè ïîäàëüøå îáãîâîðåííÿ òà àíàëiç. Îöiíå-
íà ïîìèëêà iòåðàöi¨ òà ¨¨ íîðìà â H íà êîæíié iòåðàöi¨ k âèçíà÷àþòüñÿ ÿê:
� (k) := R(k)

�
x(k)

�
� R�

�
x(k)

�
òà " (k) :=




 � (k)






H . Ôóíêöiÿ çàëèøêó res(x) :=
kx � R� (x)kH ââîäèòüñÿ òàê, ùî res(x � ) = 0 ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ x � 2
Fix ( R� ).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíó iòåðàöiþ äëÿ ëîêàëüíî ïîâ'ÿçàíèõ ìåðåæåâèõ
iãîð, ðîçãëÿíóòèõ ó ðîçäiëi 2.4.3. Íåõàé (y(k))k2N ïîçíà÷à¹ ïîñëiäîâíiñòü, ñòâî-
ðåíó çàñòîñóâàííÿì (P (k))k2N, òîáòî y(k+1) := P (k) � � � � � P (0)(y(0)). Äàëi âèçíà÷à-
¹ìî y(k+1)

� := P� (y(k)) äëÿ êîæíîãî k 2 N. Äëÿ ñòèñëîñòi çàïèøåìî f � (k)
i g çàìiñòü

f � (k)
i gi 2N i àíàëîãi÷íî äëÿ iíøèõ íàáîðiâ, iíäåêñîâàíèõ N , ÿêùî íå âêàçàíî ií-

øå. Äëÿ êîæíîãî k � 2 âèçíà÷èìî ïiä- � -ïîëå F k òàêèì ÷èíîì:

F k := � f y(0); ŵ(0); f � (0)
i g; f � (0)

i g; : : : ; f � (k� 2)
i g; f � (k� 2)

i gg (20)

òà âèçíà÷èìî F0 := � f y(0)g òà F1 := � f y(0); ŵ(0)g. Âèçíà÷èìî k� ^w(k)
i k2 :=

kŵ(k)
i � w�

i k2; k� ^w(k)k2 := kŵ(k) � w� k2 òà îöiíèìî ïîõèáêó iòåðàöi¨ � (k) :=
R(k)

�
y(k)

�
� R�

�
y(k)

�
òà ¨¨ íîðìó " (k) :=




 � (k)






K , ç R(k) òà R� , íàâåäåíi â ðîçä.
2.4.3.
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Âèñíîâîê

Öåé àëãîðèòì ¹ ðîçðîáêîþ ðîçïîäiëåíîãî ðiøåííÿ äëÿ ïîøóêó ðiâíîâàãè
Íåøà â ñòîõàñòè÷íèõ ëîêàëüíî ïîâ'ÿçàíèõ ìåðåæåâèõ iãðàõ ç íåâiäîìèìè ïàðà-
ìåòðàìè øëÿõîì ïî¹äíàííÿ àëãîðèòìó ïðîêñèìàëüíî¨ òî÷êè äëÿ ïîøóêó ðiâ-
íîâàãè çà Íåøåì òà çâè÷àéíî¨ îöiíêè íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ äëÿ âèâ÷åííÿ ïà-
ðàìåòðiâ.

Âñòàíîâëåíî ìàéæå âïåâíåíó çáiæíiñòü àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçàííÿ, ÿêèé ìîæíà
äàëi ðîçøèðèòè äëÿ îáðîáêè óçàãàëüíåíèõ ïðîáëåì ðiâíîâàãè Íåøà òà iòåðàöié
ç âèêîðèñòàííÿì íåòî÷íèõ ðîçâ'ÿçóâà÷iâ. Çàëèøà¹òüñÿ êiëüêà âiäêðèòèõ ïðî-
áëåì. Ó äèíàìiöi íàâ÷àííÿ, ùîá âèêîíàòè óìîâó iäåíòèôiêàöi¨ äëÿ îöiíþâà÷à,
êîæåí ãðàâåöü âèìàãà¹ äîäàâàòè äî ñâî¨õ ðiøåíü âèïàäêîâi ôàêòîðè äîñëiäæå-
ííÿ, à ôàêòè÷íi ðiøåííÿ (çáóðåíi çà âèïàäêîâèìè êîåôiöi¹íòàìè äîñëiäæåííÿ)
âií âiäòâîðþ¹ ïðîòÿãîì iòåðàöi¨, â êiíöåâîìó ïiäñóìêó ðiøåííÿ çíàõîäèòüñÿ â
äåÿêèõ ìåæàõ iñòèííî¨ ðiâíîâàãè Íåøà, çàìiñòü òîãî, ùîá çáëèæóâàòèñÿ äî íå¨.
Îòæå, îäèí ç íàñòóïíèõ êðîêiâ ïîëÿãà¹ â ðîçðîáöi äèíàìiêè íàâ÷àííÿ òàêèì
÷èíîì, ùîá ôàêòè÷íi ïîñëiäîâíîñòi ãðè ìîãëè çáiãàòèñÿ çi ñïðàâæíüîþ ðiâíî-
âàãîþ çà Íåøåì.

Iíøèé ïîòåíöiéíèé íàïðÿìîê ìàéáóòíüîãî ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi îöiíþâà÷à,
ÿêèé ìîæå êðàùå ïðàöþâàòè ç íåëiíiéíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðiâ òà ìîæå ïðà-
öþâàòè áiëüø åôåêòèâíî â ðåæèìi îíëàéí-íàâ÷àííÿ ç âiäïîâiäíèìè ãàðàíòiÿ-
ìè øâèäêîñòi çáiæíîñòi. Êðiì òîãî, õî÷à ìîæëèâî ðîçøèðèòè ïîòî÷íèé àíà-
ëiç òà àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äîâåñòè çáiæíiñòü äî óçàãàëüíåíî¨ ðiâíîâàãè Íåøà
ïðè ïðèéíÿòòi ëîêàëüíî ïîâ'ÿçàíèõ îáìåæåíü òà ãëîáàëüíèõ îáìåæåíü ðåñóð-
ñiâ, ôàêòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü äié ìîæå ïîðóøóâàòè öi ïîâ'ÿçàíi îáìåæåííÿ ïiä
÷àñ iòåðàöié, ùî ïåðåøêîäæà¹ çàñòîñóâàííþ çàïðîïîíîâàíîãî ðiøåííÿ â äåÿêèõ
ïðàêòè÷íèõ ñèòóàöiÿõ.

Àëãîðèòì 4: Ïðîãíîçîâàíèé ñòîõàñòè÷íèé ñóáãðàäi¹íòíèé âèðiøóâà÷
Êîæåí ãðàâåöü i 2 N , íà k-îìó êðîöi iòåðàöi¨ Ïiäïðîãðàìè 1:
Iíiöiàëiçó¹: ~yi (k+1)

i;0 := yi (k)
i ;

for t = 0 to T (k)
i � 1 do

~yi (k+1)
i;t +1 := Pj Xi

[~yi (k+1)
i;t � � i;t � g(k)

i;t ]; äå� i;t :=
2� i 0

t + 2
end

Ïîâåðòà¹: ~yi (k+1)
i := ~yi (k+1)

i;T (k )
i
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2.4.6 Ïðàêòè÷íèé ïðèêëàä òà ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè

Íàëàøòóâàííÿ ãðè

Ó öüîìó âàðiàíòi N âèðîáíèêiâ/ãðàâöiâ, iíäåêñîâàíèõ N , áåðóòü ó÷àñòü ó
âèðîáíèöòâi êiëüêîõ îäíîðiäíèõ òîâàðiâ òà êîíêóðóþòü íà ðiçíèõ ëîêàëüíèõ
ðèíêàõ. Äëÿ êîæíîãî âèðîáíèêà i ó öié ìåðåæi éîãî ëîêàëüíà öiëüîâà ôóíêöiÿ
íà îñíîâi ñöåíàðiþ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê Ji (x i ; si (x+

i ; � i ; w�
i )) := f i (x i ) � (b0 + b�

i �P
j 2N +

i [f i g P �
ji H �

j x j + � i ) � H �
i x i , äå x i 2 X i � Rni îçíà÷à¹ âåêòîð ðiøåíü ãðàâöÿ

i; f i (x i ) = xT
i Qi x i + qT

i x i ïîçíà÷à¹ ôóíêöiþ ëîêàëüíî¨ âàðòîñòi âèðîáíèöòâà ç
Qi 2 Sni

++ òà qi Rni
+ , ìàòðèöÿ H �

i 2 R1� ni
+ , à P �

ji âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó çàïèñó ó
çâàæåíié ìàòðèöi ñóìiæíîñòi P � , à íåâiäîìi ïàðàìåòðè w�

i âèçíà÷àþòüñÿ ÿê
w�

i := [ b�
i ; [P �

ji H � T
j ]j 2N +

i
]. Ëîêàëüíà äîïóñòèìà ìíîæèíà X i âñòàíîâëþ¹òüñÿ ÿê

ïðÿìèé äîáóòîê ni çâ'ÿçàíèõ êîìïàêòíèõ iíòåðâàëiâ [0; X ij max] äëÿ j = 1; : : : ; ni .
Çàãàëîì, êîæåí ãðàâåöü i 2 N , âðàõîâóþ÷è âåêòîðè ðiøåíü ñâî¨õ ñóñiäiâx+

i ,
ïðàãíå ðîçâ'ÿçóâàòè îïòèìiçàöiéíó çàäà÷ó:

minimizexi 2X i E[Ji (x i ; si (x+
i ; � i ; w�

i ))] (21)

Äëÿ ñòèñëîñòi ïîçíà÷åíü íåõàé n :=
P

i 2N ni , x := [ x1; � � � ; xN ], H � :=
blkd(H �

1; : : : ; H �
N ) 2 RN � n, Q := blkd( Q1; : : : ; QN ); D � ïîçíà÷à¹ çâàæåíèé ñòó-

ïiíü ìàòðèöi, ùî ïîâ'ÿçàíà ç P � . Ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð ïñåâäîãðàäi¹íòà
Fw� âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

Fw� : x 7! MF x + [ qi ]i 2N �
�
H � T

i (b0 + b�
i )

�
i 2N ; (22)

äå MF := 2Q + H � T (D � + P � ) H � . Ìîæåìî îáðàòè ïðàâèëüíi ïàðàìåòðè, ùîá
1
2

�
MF + M T

F

�
áóëî ïîçèòèâíî âèçíà÷åíèì. Ìiíiìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ � Fw� > 0

äëÿ 1
2

�
MF + M T

F

�
òà ìàêñèìàëüíå ñèíãóëÿðíå çíà÷åííÿ �sFw� > 0 äëÿ MF ¹

ñèëüíî ìîíîòîííîþ êîíñòàíòîþ � òà êîíñòàíòîþ Ëiïøèöÿ � 1 ïñåâäîãðàäi¹íòà F
âiäïîâiäíî. Àíàëîãi÷íî, ðîçøèðåíèé ïñåâäîãðàäi¹íò ~Fw� ìîæíà âèðàçèòè ÿê:

~Fw� : y 7! R (I N 
 MF ) y + [ qi ]i 2N �
�
H � T

i (b0 + b�
i )

�
i 2N (23)

Êîíñòàíòà Ëiïøèöÿ ~Fw� âèçíà÷à¹òüñÿ íàéáiëüøèì ñèíãóëÿðíèì çíà÷åííÿì �s~Fw�

ç R (I N 
 MF ).

Ñèìóëÿöiÿ ðåçóëüòàòiâ

Ó ãði ãðàþòüN = 10 ãðàâöiâ. Ãðàô çâ'ÿçêó ñêëàäà¹òüñÿ ç íåîði¹íòîâàíîãî
êîëà òà 10 âèïàäêîâî âèáðàíèõ ðåáåð. Êîæíà ëîêàëüíà äîïóñòèìà ìíîæèíà X i

¹ ïðÿìèì äîáóòêîì iíòåðâàëiâ ni , òîáòî X i :=
Q ni

j =1 [0; X ij max]. Ïîâ'ÿçàíi ïàðà-
ìåòðè âèòÿãóþòüñÿ ðiâíîìiðíî ç âiäïîâiäíèõ iíòåðâàëiâ. Ðîçìið ni çàäîâîëüíÿ¹
ni � Uf 3; 4; 5g, òà êîæíà âåðõíÿ ìåæà ëîêàëüíèõ äîïóñòèìèõ ìíîæèí çàäîâîëü-
íÿ¹ X ij max � U[10; 20]. Âñòàíîâëþ¹ìî áàçîâó öiíó b0 = 50 òà b�

i � U[3; 7]. Âèðî-
áíè÷à âàðòiñòüf i ìiñòèòü êîæíó ïîçèöiþ Qi , âèáðàíó çU[4:4; 4:6], òà êîæíó ïî-
çèöiþ qi , âèáðàíó çU[1; 1:2]. Çàïèñè ìàòðèöi ñóìiæíîñòi P � ðiâíîìiðíî âèòÿãóþ-
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