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Реферат

Обсяг роботи 29 сторiнок, 10 iлюстрацiй, 16 джерел посилань, 1 таблиця.

Ключовi слова: ВАРIАЦIЙНА НЕРIВНIСТЬ, ТРАНСПОРТНА МЕРЕЖА,
ТРАНСПОРТНА РIВНОВАГА, ПРОЕКЦIЙНИЙ МЕТОД.

Об’єкт дослiдження: задача транспортної рiвноваги з формулюванням в тер-
мiнах варiацiйних нерiвностей.

Мета роботи: перевiрити роботу класичних алгоритмiв розв’язання варiа-
цiйних нерiвностей для задач транспортної рiвноваги рiзних масштабiв.

Iнструменти розробки: мова програмування Python, середовище програму-
вання PyCharm.

Результати роботи: було розроблено застосунок для програмного представ-
лення задачi транспортної рiвноваги, а також реалiзовано та протестовано для
неї основнi алгоритми розв’язання варiацiйних нерiвностей.
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1 Вступ

У сучасному свiтi ми постiйно оточенi певними фiзичними мережами: транс-
портними, комунiкацiйними, енергетичними тощо. Окрiм фiзичних не менш ва-
жливими є й iншi абстрактнi мережi, що часто характеризуються вiдсутнiстю
вiдповiдностi мiж вузлами мережi та конкретними локацiями i мiж зв’язкам
мережi та реальними фiзичними маршрутами. Побудовою i вивченням таких
мереж займається мережева економiка. Її цiлi полягають у тому, щоб створити
формальнi моделi таких мереж з подальшим застосуванням вiдомих математи-
чних конструкцiй та алгоритмiв для ряду задач, що можуть виникнути надалi
таких як: пошук найкоротшого шляху, пошук максимального потоку, пошук
потоку мiнiмальної вартостi та iншi.

Дана робота зосереджується на класичнiй задачi мережевої економiки - за-
дачi транспортної рiвноваги. Ця проблема вперше була розглянута ще в 1920-
тих роках i полягає у моделюваннi поведiнки користувачiв транспортної мережi,
що керуються певними мiркуваннями i намагаються скоротити свiй iндивiду-
альний час, витрачений на поїздку до пункту призначення.

Розумiння цiєї задачi надає змогу ефективно спланувати транспорту мережу
певної мiсцевостi, а також полiтики на кшталт транспортних зборiв чи податкiв.
У сучасному свiтi з постiйним збiльшенням персональних транспортних засобiв
та розростанням великих мiст та їхнiх примiських територiй гарний дизайн
транспортних мереж вiдiграє неймовiрно важливу роль з декiлькох причин.
По-перше, проектування та будiвництво дорiг все ще залишається затратним
як i в фiнансах, так i в часi. По-друге, транспортна iнфраструктура зазвичай
залишається у використаннi протягом десятилiть i тому етап планування має
враховувати також i майбутнi потенцiйнi тренди та змiни. По-третє, мережа
повинна бути зручною для користувачiв.

Як бачимо правильно спланована мережа може привести до значної економiї
коштiв необхiдних її на будiвництво та пiдтримку, зменшення витрат користу-
вачiв та зменшення шкiдливих автомобiльних викидiв. Разом з тим, ця задача є
доволi непростою, бо залежить вiд багатьох змiнних, починаючи з мiсцевих ор-
ганiв самоврядування, якi можуть мати свої змiннi прiоритети, та закiнчуючи
погодними умовами, якi можуть бути непередбачуваними та також впливають
на поведiнку користувачiв мережi.
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Всi вище наведенi фактори показують необхiднiсть адекватних математи-
чних моделей задачi транспортної рiвноваги, а також способiв застосування цих
моделей на практицi. Протягом останнiх десятилiть однiєю з найпоширенiших
i найкраще вивчених для багатьох задач мережевої економiки стала модель на
основi варiацiйних нерiвностей. Варiацiйнi нерiвностi самi по собi мають доволi
потужний та розвинений теоретичний апарат, який застосовується для теоре-
тичного опису задачi транспортної рiвноваги, а також може бути використаний
для її розв’язання.

Об’єктом дослiдження даної роботи буде математична модель задачi транс-
портної рiвноваги на основi варiацiйних нерiвностей. Метою дослiдження є пе-
ревiрка ефективностi застосування вiдомих алгоритмiв розв’язання варiацiйних
нерiвностей для пошуку розв’язку задачi транспортної рiвноваги.

2 Теоретичнi вiдомостi про варiацiйнi нерiвностi

2.1 Основнi поняття

Варiацiйнi нерiвностi використовуються для розв’язання задач оптимiзацiї,
задач пошуку нерухомих точок, розв’язання систем нелiнiйних рiвнянь. В данiй
роботi нам знадобляться поняття варiацiйних нерiвностей, а також теоретичнi
вiдомостi щодо iснування їх розв’язкiв та алгоритмiв їх пошуку.

Визначення 1. Нехай K - непорожня пiдмножина гiльбертового простору
H, F : K ! H - оператор в H. Варiацiйна нерiвнiсть - це нерiвнiсть вигляду:

hF (x); y � xi � 0 8y 2 K (1)

Надалi будемо вважати, що простiр H це простiр Rn. Назва "варiацiйнi не-
рiвностi"виникає неспроста. У виглядi (1) може записуватися критерiй опти-
мальностi в задачах мiнiзацiї певних функцiй. Справдi, нехай K � Rn - опукла
та замкнена, f : Rn ! R - опукла та диференцiйовна. Тодi:

f(x) = min
y2K

f(y)() hrf(x); y � xi � 0 8y 2 K (2)

При цьому постановка задачi (2) є менш широкою за постановку задачi (1),
оскiльки не будь-який оператор F представляється у виглядi градiєнту певної
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функцiї f .
Варiацiйнi нерiвностi тiсно пов’язанi з поняттям проекцiї:

Теорема 1. Нехай K - замкнена та опукла пiдмножина гiльбертового про-
стору H. Тодi 8x 2 H iснує єдиний елемент z 2 H такий, що:

kz � xk � ky � xk 8y 2 K (3)

Елемент z називають проекцiєю x на множину K i позначають PK(x). При
цьому умова (3) рiвносильна наступнiй умовi:

hz � x; y � zi � 0 8y 2 K (4)

Теорема 1 дає нам можливiсть визначити оператор PK : H ! K метричного
проектування, для якого kPK(x) � xk = miny2K ky � xk. Декiлька детальних
способiв доведення теореми 1 можна знайти в [2].

Лема 1. З умов (3) та (4) випливає, що x� 2 K є розв’язком варiацiйної
нерiвностi (1) тодi i тiльки тодi, коли x� є нерухомою точкою оператора

T (x) = PK(x� �F (x)) (5)

Доведення. Справдi, якщо � > 0, то з урахуванням (4) маємо:

hF (x�); y � x�i � 0 8y 2 K () h�F (x�); y � x�i � 0 8y 2 K ()
h(x� � (x� � �F (x�)); y � x�i � 0 8y 2 K () x� = PK(x� + �F (x�))

Лема 1 лежить в основi побудови найпоширенiших iтерацiйних методiв по-
шуку розв’язку варiацiйних нерiвностей, а також допомагає довести iснування
розв’язку.

Теорема 2. Нехай K - компактна та опукла множина, а F - неперервна на
K. Тодi варiацiйна нерiвнiсть (1) має принаймнi один розв’язок.

Доведення. Оператор T визначений спiввiдношенням (5) буде неперервним, як
композицiя неперервних операторiв. Залишається використати для T теорему
Брауера про iснування нерухомої точки та лему 1.
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Òàêîæ ó ïîäàëüøîìó íàì ìîæóòü çíàäîáèòèñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi îïåðà-

òîðà F :

Âèçíà÷åííÿ 2. Îïåðàòîð F íàçèâà¹òüñÿ L-ëiïøèöåâèì, ÿêùî iñíó¹ L > 0

òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x1; x2 2 K :

kF (x1) � F (x2)k � Lkx1 � x2k (6)

Âèçíà÷åííÿ 3. Îïåðàòîð F íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ

x1; x2 2 K :

hF (x1) � F (x2); x1 � x2i � 0 (7)

ßêùî â ñïiââiäíîøåííi (7) çàìiíèòè íåñòðîãó íåðiâíiñòü íà ñòðîãó òà äîäàòè

óìîâó x1 6= x2, òî îòðèìà¹ìî âèçíà÷åííÿ ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi .

Âèçíà÷åííÿ 4. Îïåðàòîð F íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî ìîíîòîííèì, ÿêùî iñíó¹

òàêå ÷èñëî � > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x1; x2 2 K :

hF (x1) � F (x2); x1 � x2i � � kx1 � x2k
2 (8)

Òåîðåìà 3. ßêùî îïåðàòîð F ¹ ñòðîãî ìîíîòîííèì, òî ðîçâ'ÿçîê âàðiàöiéíî¨

íåðiâíîñòi (1) áóäå ¹äèíèì (çà óìîâè, ùî âií iñíó¹).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x1 - ðîçâ'ÿçîê âàðiàéiíî¨ íåðiâíîñòi (1), à x2 äîâiëüíèé âiä-

ìiííèé âiä íüîãî åëåìåíò K . Òîäi:

hF (x2); x1 � x2i = �h F (x2); x2 � x1i + hF (x1); x2 � x1i � h F (x1); x2 � x1i =

= �h F (x1); x2 � x1i � h F (x2) � F (x1); x2 � x1i

hF (x1); x2 � x1i � 0 îñêiëüêè x1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (1)

hF (x2) � F (x1); x2 � x1i > 0 ç óìîâè ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà F

Òîìó hF (x2); x1 � x2i < 0, à öå îçíà÷à¹, ùî óìîâà hF (x2); y � x2i � 0 âèêî-

íó¹òüñÿ íå äëÿ äîâiëüíîãî y 2 K òîáòî x2 íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì (1), à îòæå x1 áóäå

¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi.

2.2 Iòåðàöiéíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÂÍ

Íàéïðîñòiøèì ìåòîäîì ïîøóêó ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé ¹ ïðîå-

êöiéíèé ìåòîä (iíîäi éîãî òàêîæ íàçèâàþòü ìåòîäîì Åéëåðà). Âií ïîëÿãà¹ ó
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íàñòóïíîìó:

1. Çàäà¹ìî x0 2 K òà � > 0

2. Íà êðîöi n + 1 îá÷èñëþ¹ìî:

xn+1 = PK (xn � �F (xn)) (9)

3. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà xn = xn+1 , òî ïðèïèíÿ¹ìî îá÷èñëåííÿ, à iíàêøå

çáiëüøó¹ìî n íà 1 i ïîâåðòà¹ìîñÿ íà êðîê 2.

Çóïèíêà àëãîðèòìó îçíà÷à¹, ùî ìè çíàéøëè íåðóõîìó òî÷êó îïåðàòîðà

T(x) = PK (x � �F (x)), ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ¹ ðîçâ'ÿçêîì âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (1).

Çðîçóìiëî, ùî íà ïðàêòèöi çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ óìîâà xn = xn+1

ìîæå íå áóòè äîñÿãíóòîþ, òîìó â ÿêîñòi êðèòåðiþ çóïèíêè çàçâè÷àé îáèðàþòü

íàñòóïíó óìîâó:

kxn � xn+1 k < � (10)

äå � - öå ÿêàñü íàïåðåä çàäàíà òî÷íiñòü, ÿêî¨ ìè ïðàãíåìî äîñÿãíóòè.

Îáðàõóíîê ïðîåêöi¨ íà äîïóñòèìó ìíîæèíó K íà êîæíié iòåðàöi¨ ðiâíîñèëü-

íèé íîâié âàðiàöiéíié íåðiâíîñòi:

hxn+1 � xn + �F (xn); y � xn+1 i � 0 8y 2 K (11)

Íà ïåðøèé ïîãëÿä ìîæå áóòè íå äî êiíöÿ çðîçóìiëèì, ÿêèì ÷èíîì íåîáõiäíî

çíàõîäèòè ðîçâ'ÿçîê (11) íà êîæíié iòåðàöi¨ ìåòîäó. Àëå ÿê ìîæíà ïîìiòèòè

îïåðàòîð F äëÿ îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi ¹ ëiíiéíèì ïî ñâî¹ìó àðãóìåíòó. À öå

îçíà÷à¹, ùî ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíó åêâiâàëåíòó çàäà÷ó:

xn+1 = arg min
x2K

�
1
2

hx; x i + h�F (xn) � xn; xi
�

(12)

ßê áà÷èìî çàäà÷à (12) ¹ çàäà÷åþ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ñåðåä âñi¹¨

òåîði¨ íåëiíiéíî¨ îïòèìiçàöi¨ êâàäðàòè÷íi çàäà÷i äîñëiäæåíi ÷è íå íàéêðàùå i

äëÿ íèõ iñíó¹ ðÿä åôåêòèâíèõ àëãîðèòìiâ.

Ïðèðîäíüîþ ìîäèôiêàöi¹þ ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó ¹ çàìiíà ñòàëî¨ � íà çìií-

íó ïîñëiäîâíiñòü � n. Äëÿ òîãî, ùîá àëãîðèòì çáiãàâñÿ äàíà ïîñëiäîâíiñòü ìà¹
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çàäîâîëüíÿòè òàêi óìîâè:

� n > 0 8n; � n ! 0 ïðè n ! 1 ;
1X

n=0

� n = 1 (13)

Îñíîâíèì íåäîëiêîì ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó ¹ òå, ùî óìîâîþ äëÿ çáiæíîñòi çãåíå-

ðîâàíî¨ íèì ïîñëiäîâíîñòi xn äî ðîçâ'ÿçêó x � âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (1) ¹ óìîâà

(8) ñèëüíî¨ ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà F , ÿêà íå ¹ ãàðàíòîâàíîþ â ïðàêòè÷íèõ

çàäà÷àõ.

Òîìó âèíèêà¹ ïîòðåáà i â iíøèõ, áiëüø ñêëàäíèõ ìåòîäàõ. Îäíi¹þ iç íàé-

áiëüø ïîïóëÿðíèõ ¹ ìîäèôiêàöiÿ ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó - åêñòðàãðàäi¹íòíèé ìå-

òîä Êîðïåëåâè÷, çàïðîïîíîâàíèé ó 1976 ðîöi â [5]. Âií ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó:

1. Çàäà¹ìî x0 2 K òà � 2
�

0; 1
L

�
(òóòL � ëiïøèöåâà ñòàëà îïåðàòîðà F )

2. Íà êðîöi n + 1 îá÷èñëþ¹ìî:

yn = PK (xn � �F (xn)) (14)

3. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà xn = yn, òî ïðèïèíÿ¹ìî îá÷èñëåííÿ, à iíàêøå

îá÷èñëþ¹ìî

xn+1 = PK (xn � �F (yn)) (15)

ïiñëÿ ÷îãî çáiëüøó¹ìî n íà 1 i ïîâåðòà¹ìîñÿ íà êðîê 2.

ßê i ó âèïàäêó ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó ÿê êðèòåðié çóïèíêè çàçâè÷àé áåðóòü

óìîâó (10). Íåîáõiäíîþ óìîâîþ äëÿ çáiæíîñòi ìåòîäó Êîðïåëåâè÷ äî ðîçâ'ÿçêó

âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (1) ¹ óìîâà (7) ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà F . Òîáòî ñëàáøà

çà àíàëîãi÷íó óìîâó äëÿ çâè÷àéíîãî ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó.

Âîäíî÷àñ ìåòîä Êîðïåëåâè÷ ìà¹ ñâié íåäîëiê - íà êîæíié iòåðàöi¨ ïîòðiáíî

îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ F ó äâîõ ðiçíèõ òî÷êàõ, à òàêîæ çíàõîäèòè äâi ïðîåêöi¨

íà ìíîæèíó K . Îáèäâi öi äi¨ ìîæóòü áóòè âåëüìè çàòðàòíèìè ç îá÷èñëþâàëüíî¨

òî÷êè çîðó, ùî íåãàòèâíî âïëèíå íà çàãàëüíèé ÷àñ ðîáîòè àëãîðèòìó.

Ó 1980 ðîöi Ë. Ïîïîâèì â [14] áóëî îïóáëiêîâàíî àëüòåðíàòèâíèé ìåòîä, ùî

âñå ùå ïîòðåáó¹ îá÷èñëåííÿ äâîõ ïðîåêöié íà êîæíié iòåðàöi¨, ïðîòå âèêîðèñòî-

âó¹ çíà÷åííÿ F ëèøå â îäíié òî÷öi:
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1. Çàäà¹ìî x0 = y0 2 K òà � 2
�

0; 1
3L

�

2. Íà êðîöi n + 1 îá÷èñëþ¹ìî

xn+1 = PK (xn � �F (yn)) (16)

yn+1 = PK (xn+1 � �F (yn)) (17)

3. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà xn = yn = xn+1 , òî ïðèïèíÿ¹ìî îá÷èñëåííÿ, à

iíàêøå çáiëüøó¹ìî n íà 1 i ïîâåðòà¹ìîñÿ íà êðîê 2.

Ìåòîä Ïîïîâà, ÿê i ìåòîä Êîðïåëåâè÷, ïîòðåáó¹ ìîíîòîííîñòi òà ëiïøèöåâîñòi

îïåðàòîðà F .

Ó 2000 ðîöi Öçåí â [15] çàïðîïîíóâàâ ìåòîä, ùî ïðèïóñêà¹ ìîíîòîííiñòü òà

ëiïøèöåâiñòüF íà âñüîìó ïðîñòîði i ïîòðåáó¹ îá÷èñëåííÿ îäíi¹¨ ïðîåêöi¨ òà äâîõ

çíà÷åíü F íà êîæíîìó êðîöi:

1. Çàäà¹ìî x0 2 K òà � 2
�

0; 1
L

�

2. Íà êðîöi n + 1 îá÷èñëþ¹ìî

yn = PK (xn � �F (xn)) (18)

3. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà xn = yn, òî ïðèïèíÿ¹ìî îá÷èñëåííÿ, à iíàêøå

îáðàõîâó¹ìî

xn+1 = yn � � (F (yn) � F (xn)) ; (19)

çáiëüøó¹ìî n íà 1 i ïîâåðòà¹ìîñÿ íà êðîê 2.

Îäíèì ç íàéáiëüø íåäàâíiõ ¹ ìåòîä ïðîåêòóâàííÿ ç âiäáèòòÿì, çàïðîïîíî-

âàíèé Þ. Ìàëiöüêèì â 2014 ðîöi â [9]:

1. Çàäà¹ìî x0 = y0 2 K òà � 2
�

0;
p

2� 1
L

�

2. Íà êðîöi n + 1 îá÷èñëþ¹ìî

xn+1 = PK (xn � �F (yn)) (20)

3. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà xn = yn = xn+1 , òî ïðèïèíÿ¹ìî îá÷èñëåííÿ, à

iíàêøå îáðàõîâó¹ìî

yn+1 = 2xn+1 � xn; (21)
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çáiëüøó¹ìî n íà 1 i ïîâåðòà¹ìîñÿ íà êðîê 2.

Äàíèé àëãîðèòì ÿê i ìåòîä Öçåíà âèìàãà¹ âiä F ìîíîòîííîñòi òà ëiïøèöåâîñòi

íà âñüîìó ïðîñòîði H , à òàêîæ ÿê i ìåòîä Ïîïîâà ìà¹ âóæ÷èé çà iíòåðâàë âè-

áîðó êðîêó � ó ïîðiâíÿííi ç ìåòîäîì Êîðïåëåâè÷. Öå ìîæå ïðèâåñòè äî ïåâíèõ

ïðîáëåì, êîëè ëiïøèöåâà ñòàëà F íåâiäîìà òà ¹ äóæå âåëèêîþ. Âîäíî÷àñ ìå-

òîä ïðîåêòóâàííÿ ç âiäáèòòÿì ïîòðåáó¹ ëèøå îäíîãî îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ F òà

îäíi¹¨ ïðîåêöi¨ íà êîæíié iòåðàöi¨.

Óñi çãàäàíi âèùå àëãîðèòìè, îêðiì ïðîåêöiéíîãî, îá'¹äíó¹ òå, ùî çãåíåðîâàíi

íèìè ïîñëiäîâíîñòi xn òà yn áóäóòü ñëàáêî çáiãàòèñÿ äî ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨

íåðiâíîñòi (1). Ó âèïàäêó æ ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi xn

áóäå ñèëüíîþ. Äåòàëi äîâåäåíü ùîäî îöiíîê çáiæíîñòi íàâåäåíèõ ïëãîðèòìiâ

ìîæíà çíàéòè â [2, 9, 14, 15].

3 Çàäà÷à òðàíñïîðòíî¨ ðiâíîâàãè

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Öåíòðàëüíèì îá'¹êòîì äëÿ ïîáóäîâè äàíî¨ ìîäåëi áóäå ìåðåæà, ùî ñêëàäà-

þòüñÿ ç ìíîæèíè âóçëiâ N òà ìíîæèíè ðåáåð L. Âóçëàì ìíîæèíè N âiäïîâiäà-

þòü âèõiäíi òî÷êè ìàðøðóòiâ i ïóíêòè ïðèçíà÷åííÿ, à òàêîæ ïåðåõðåñòÿ. Ðåáðà

ç L îði¹íòîâàíi òà âiäïîâiäàþòü ôiçè÷íèì äîðîãàì, ùî ç'¹íäóþòü ðiçíi òî÷êè.

Ââàæàòèìåìî, ùî N ìiñòèòü n åëåìåíòiâ, à L - m.

Íåõàé ìè ìà¹ìî âóçëè y; z 2 N . Òîäi øëÿõîì âiä y äî z áóäåìî íàçèâàòè

ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð ç L:

(y; y1); (y1; y2); : : : ; (yi � 2; yi � 1); (yi � 1; z)

Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî òiëüêè øëÿõè, äå êîæíå ðåáðî çóñòði÷à¹òüñÿ íå áiëüøå ðà-

çó. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ øëÿõiâ, ùî ç'¹äíóþòü y òà z ïîçíà÷èìî çà P(y; z).

Ìíîæèíà D � N � N - öå ìíîæèíà âñiõ ïàð âèãëÿäó (âèõiäíà òî÷êà, ïóíêò

ïðèçíà÷åííÿ), ÿêi íàñ öiêàâëÿòü. Òîäi ìíîæèíà âñiõ ìàðøðóòiâ:

P =
[

(y;z)2D

P(y; z)
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Çðîçóìiëî, ùî P ñêií÷åííà i íåõàé âîíà ìiñòèòü k åëåìåíòiâ.

Ïîçíà÷èìî çà f i ïîòiê ÷åðåç ðåáðî ai - òîáòî êiëüêiñòü êîðèñòóâà÷iâ, ùî

ïåðåñóâàþòüñÿ ïî öüîìó ðåáðó. Ïîòiì çãðóïó¹ìî âñi ðåáåðíi ïîòîêè â âåêòîð

f = ( f 1; f 2; � � � ; f n) 2 Rn
+ .

Íåõàé ci (f) - âèòðàòè êîðèñòóâà÷à, ùî ïåðåñóâà¹òüñÿ ÷åðåç ðåáðîai ïðè ïî-

òîöi f íà ìåðåæi. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ci â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæèòü ñàìå

âiä ïîòîêiâ íà óñiõ ðåáðàõ, à íå ëèøå âiä ïîòîêó ÷åðåç ai . Òàêîæ ââàæàòèìåìî,

ùî ôóíêöi¨ ci ¹ äîñòàòíüî ãëàäêèìè.

Àíàëîãi÷íî ââåäåìî ïîòiê x j ÷åðåç ìàðøðóòpj òà çãðóïó¹ìî öi ïîòîêè ó âå-

êòîð x = ( x1; x2; � � � ; xk) 2 Rk
+ . Çâ'ÿçîê ìiæ ðåáåðíèìè òà øëÿõîâèìè ïîòîêàìè

âèðàæà¹òüñÿ íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

f i =
kX

j =1

x j � � ij (22)

äå � ij =

8
<

:
1 ÿêùî ðåáðî ai íàëåæèòü øëÿõópj

0 â iíøîìó ðàçi

Ñõîæèì ÷èíîì ìîæíà çàïèñàòè âèòðàòè, êîðèñòóâà÷à íà ìàðøðóòi pj ïðè ïî-

òîöi íà ìàðøðóòàõ x:

Cj (x) =
mX

i =1

ci (f) � � ij (23)

Ïîçíà÷èìî çà d(y; z) ïîïèò äëÿ êîæíî¨ ïàðè (y; z) 2 D (òîáòî êiëüêiñòü

êîðèñòóâà÷iâ, ÿêèì ïîòðiáíî äiñòàòèñÿ ç y äî z). Òîäi ìîæíà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ

çáåðåæåííÿ ïîòîêó:

d(y; z) =
X

pj 2P (y;z)

x j 8(y; z) 2 D (24)

Âèçíà÷åííÿ 5. Ïîòiê x ÷åðåç ìàðøðóòè áóäåìî íàçèâàòè äîïóñòèìèì, ÿêùî

âií ¹ íåâiä'¹ìíèì òà äëÿ íüîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (24).

Âèçíà÷åííÿ 6. Ïîòiê f ÷åðåç ðåáðà áóäåìî íàçèâàòè äîïóñòèìèì, ÿêùî âií

¹ íåâiä'¹ìíèì òà äëÿ íüîãî iñíó¹ äîïóñòèìèé ïîòiê ÷åðåç ìàðøðóòè x, ùî

ïîâ'ÿçàíèé ç f ñïiââiäíîøåííÿìè (22).

Ìíîæèíó âñiõ äîïóñòèìèõ ìàðøðóòíèõ ïîòîêiâ áóäåìî ïîçíà÷àòè X , à ìíî-
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æèíó âñiõ äîïóñòèìèõ ðåáåðíèõ ïîòîêiâ ïîçíà÷àòèìåìî ÿê F .

3.2 Ôîðìàëiçàöiÿ ïîíÿòòÿ ðiâíîâàãè

Òåïåð íåîáõiäíî ñôîðìóëþâàòè ïðèíöèï çà ÿêèì âèçíà÷à¹òüñÿ ñòàí ðiâíî-

âàãè. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî iñíó¹ äâi ñóòò¹âî ðiçíi ïiäõîäè äî öüîãî ïèòàííÿ.

Ïåðøèé - òàê çâàíèé ïðèíöèï êîðèñòóâàöüêî¨ îïòèìiçàöi¨. Âií âïåðøå áóâ ñôîð-

ìóëüîâàíèé Âàðäðîïîì i áàçó¹òüñÿ íà òîìó, ùî êîæåí êîðèñòóâà÷ ìåðåæi äi¹

íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî i íàìàãà¹òüñÿ ñêîðîòèòè ëèøå âàðòiñòü ñâî¹¨ îñîáè-

ñòî¨ ïîäîðîæi. Äðóãèé - ïðèíöèï ñèñòåìíî¨ îïòèìiçàöi¨, êîëè êîðèñòóâà÷i äiþòü

çëàãîäæåíî ç ìåòîþ ìiíiìiçàöi¨ ñóìàðíèõ âèòðàò ìåðåæi. Áiëüø ðåàëiñòè÷íîþ

¹ ïåðøà ñèòóàöiÿ i ñòàí ðiâíîâàãè â íié âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

×àñ âèòðà÷åíèé íà ïî¨çäêè ìiæ äîâiëüíîþ ïàðîþ (âèõiäíà òî÷êà, ïóíêò

ïðèçíà÷åííÿ) îäíàêîâèé ïî âñiõ ìàðøðóòàõ, ùî ç'¹äíóþòü äàíó ïàðó i âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ i ¹ ìåíøèì çà ÷àñ ïî áóäü-ÿêîìó ìàðøðóòè ìiæ öi¹þ ïàðîþ,

ùî íå ïåðåáóâà¹ ó âèêîðèñòàííi.

Ìàòåìàòè÷íî âïåðøå öþ óìîâó ôîðìàëiçóâàâ Ñìiò ó [4]. Âîíà çàïèñó¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

Âèçíà÷åííÿ 7. Äîïóñòèìèé ïîòiê ÷åðåç ìàðøðóòè x � áóäå ðiâíîâàæíèì çà

Âîðäðîïîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (y; z) 2 D òà äëÿ äîâiëüíèõ ìàðøðóòiâ

pi ; pj 2 P (y; z):

ç óìîâè Ci (x � ) > C j (x � ) âèïëèâà¹, ùî x �
i = 0 (25)

Âèçíà÷åííÿ 7 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Òåîðåìà 4. Äîïóñòèìèé ïîòiê ÷åðåç ìàðøðóòè x � áóäå ðiâíîâàæíèì çà Âîð-

äðîïîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ âàðiàöiéíî¨ íåðiâ-

íîñòi:

hC(x � ); x � x � i � 0 8x 2 X (26)

Äå C(x) - âåêòîð-ôóíêöiÿ, ùî âiäïîâiäà¹ âèòðàòàì íà øëÿõàõ ïðè ïîòîöi x.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (25) i x � ¹ òî÷êîþ ðiâíîâàãè. Çàïèøåìî
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ñóìàðíó âàðòiñòü, ÿêó ïëàòÿòü âñi êîðèñòóâà÷i íà âñiõ ìàðøðóòàõ:

Ctotal =
kX

j =1

Cj (x � ) � x �
j = hC(x � ); x � i

Çàôiêñó¹ìî øëÿõîâi âèòðàòè C(x � ). Îñêiëüêè x � ¹ òî÷êîþ ðiâíîâàãè, òî ç óìîâè

(25) ñëiäó¹, ùî ìè íå ìîæåìî çìåíøèòè çàãàëüíi âèòðàòè áóäü-ÿêèìè çìiíàìè â

ðîçïîäiëi êîðèñòóâà÷iâ íà ìàðøðóòàõ. Òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî iíøîãî äîïóñòèìîãî

ïîòîêó x ìà¹ìî:

kX

j =1

Cj (x � ) � x j �
kX

j =1

Cj (x � ) � x �
j ) h C(x � ); x i � h C(x � ); x � i )

) h C(x � ); x � x � i � 0

Òåïåð íåõàé óìîâà (25). íå âèêîíó¹òüñÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ïàðà (y; z) 2 D

äëÿ ÿêî¨ iñíóþòü ìàðøðóòè pi ; pj 2 P (y; z), ùî:

x �
i > 0 òà Ci (x � ) > C j (x � )

ßêùî ïåðåìiñòèòè ïîòiê x �
i íà ìàðøðóò pj , òî çàãàëüíà âàðòiñòü çìåíøèòüñÿ íà

Ci (x � ) � x �
i � Cj (x � ) � x �

i > 0. Òîìó äëÿ ðåçóëüòóþ÷îãî ïîòîêó x:

hCi (x � ); x i > hCi (x); x � i ) h C(x � ); x � x � i < 0

Îòæå, óìîâè (25) òà (26) åêâiâàëåíòíi.

Òàêîæ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè óìîâó ðiâíîâàãè â òåðìiíàõ ïîòîêiâ ÷åðåç ðå-

áðà.

Òåîðåìà 5. Äîïóñòèìèé ïîòiê ÷åðåç ðåáðà f áóäå ðiâíîâàæíèì çà Âîðäðîïîì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi:

hc(f ); h � f i � 0 8h 2 F (27)

Äå c(f ) - âåêòîð-ôóíêöiÿ, ùî âiäïîâiäà¹ âèòðàòàì íà ðåáðàõ ïðè ïîòîöi f .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ó íàñ ¹ äîâiëüíi äîïóñòèìi øëÿõîâi ïîòîêè x; y 2 X òàf ; h 2
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F - âiäïîâiäíi ¨ì äîïóñòèìi ðåáåðíi ïîòîêè. Òîäi:

hc(f ); hi =
mX

i =1

ci (f ) � hi =

�
�
�
�ç ðiâíîñòi (22)

�
�
�
� =

mX

i =1

ci (f )
kX

j =1

yj � � ij =

=
kX

j =1

yj

mX

i =1

ci (f ) � � ij =

�
�
�
�ç ðiâíîñòi (23)

�
�
�
� =

kX

j =1

yj � Cj (x) = hC(x); y i

À öå îçíà÷à¹, ùî:

hc(f ); h � f i 8 h 2 F () h C(x � ); x � x � i 8 x 2 X

Äàëi ïîòðiáíå íàì òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.

Ó âèïàäêó, êîëè äëÿ ôóíêöi¨ c(f ) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ñèìåòðè÷íîñòi ¨¨ ßêî-

áiàíà:
@ci
@fj

=
@cj
@fi

8i; j (28)

òî çàäà÷à (27) åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié îïòèìiçàöiéíié çàäà÷i:

g(f ) =
mX

i =1

Z f i

0
ci (f ) df ! min

f 2K
(29)

Óìîâà (28) îçíà÷à¹, ùî âàðòiñòü ïðî¨çäó íà ðåáði ai çàëåæèòü âiä ïîòîêó

÷åðåç ðåáðîaj òàêèì æå ñàìèì ÷èíîì, ÿê i âàðòiñòü ïðî¨çäó íà ðåáði aj çàëå-

æèòü âiä ïîòîêó ÷åðåç ðåáðîai . Íà ïðàêòèöi òàêèé çâ'ÿçîê ìiæ âàðòîñòÿìè òà

ïîòîêàìè íå ¹ ãàðàíòîâàíèì.

Òåïåð, êîëè ìè ñôîðìóëþâàëè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ òðàíñïîðòíî¨ ðiâíîâàãè

â òåðìiíàõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé, ìîæåìî çàñòîñóâàòè òåîðiþ, ðîçãëÿíóòè â

ðîçäiëi 2 äëÿ àíàëiçó iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðiâíîâàãè.

Äëÿ ïî÷àòêó ïåðåâiðèìî äîïóñòèìi ìíîæèíè X òàF ïîòîêiâ øëÿõiâ òà ðåáåð

íà êîìïàêòíiñòü òà îïóêëiñòü. Ìíîæèíà X � Rk
+ çàäà¹òüñÿ íàáîðîì ëiíiéíèõ

îáìåæåíü (24) òîìó áóäå çàìêíåíîþ ÿê ïåðåòèí ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ

ìíîæèí. Îáìåæåíiñòü X âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîæíà êîìïîíåíòà äîïóñòèìî-

ãî ïîòîêó íåâiä'¹ìíà i îñêiëüêè ôiãóðó¹ â (24), òî ¹ îáìåæåíîþ ìàêñèìàëüíèì

çíà÷åííÿì ïîïèòó: 0 � x j � max(y;z)2D d(y; z). Òîáòî X áóäå çàìêíåíîþ i îáìå-

æåíîþ, à îòæå i êîìïàêòíîþ.
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Òåïåð ïåðåâiðèìî îïóêëiñòü X . Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi x1; x2 2 X òà

÷èñëî � 2 [0; 1] i êîìáiíàöiþ x = �x 1 + (1 � � )x2. Îñêiëüêè îáèäâà ïîòîêè x1; x2

¹ äîïóñòèìèìè, òî âîíè íåâiä'¹ìíi, à îòæå é x � 0. Çàëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè

âèêîíàííÿ óìîâ (24):

8(y; z) 2 D :
X

pj 2P (y;z)

x j =
X

pj 2P (y;z)

�
�x 1j + (1 � � )x2j

�
=

= �
X

pj 2P (y;z)

x1j + (1 � � )
X

pj 2P (y;z)

x2j = �d (y; z) + (1 � � )d(y; z) = d(y; z)

Îòæå, ìíîæèíà X áóäå îïóêëîþ òà êîìïàêòíîþ, à òîìó ìíîæèíà F , ùî

¹ ¨¨ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì òàêîæ áóäå îïóêëîþ i êîìïàêòíîþ. Â ðåçóëüòàòi,

ÿêùî âèìàãàòè âiä ôóíêöié âàðòîñòi ðåáåð ci íåïåðåðâíîñòi, òî çà òåîðåìîþ 2

ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ (26) òà (27) áóäóòü íåïîðîæíiìè.

Òàêîæ, ÿêùî äëÿ ôóíêöi¨ âèòðàò ïî ðåáðàõ c âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ñòðîãî¨

ìîíîòîííîñòi, òî çà òåîðåìîþ 3 ðiâíîâàæíèé ïîòiê ÷åðåç ðåáðà áóäå ¹äèíèì.

3.3 Îáðàõóíîê ðiâíîâàãè

Çàâäÿêè òåîðåìàì 4 òà 5 ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè äëÿ ïîøóêó òðàíñïîðòíî¨

ðiâíîâàãè ðîçãëÿíóòi ðàíiøå ÷èñåëüíi ìåòîäè òàêi ÿê ïðîåêöiéíèé ÷è ìåòîä Êîð-

ïåëåâè÷. Íàïðèêëàä, ÿêùî ìè õî÷åìî çíàéòè ðiâíîâàæíèé ïîòiê ÷åðåç ðåáðà,

òî iòåðàöiÿ ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó ïðèéìå âèãëÿä:

f i +1 = PF
�
f i � � c(f i )

�
(30)

Â ÿêîñòi êðèòåðiÿ çóïèíêè àëãîðèòìó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ñïiââiäíîøå-

ííÿ (10), àëå âîíî íå îáîâ'ÿçêîâî íåñå â ñîái ÿêèéñü çìiñò ñòîñîâíî òîãî, íà-

ñêiëüêè áëèçüêèì ¹ íàøå ïîòî÷íå íàáëèæåííÿ f i äî ðåàëüíî¨ òî÷êè ðiâíîâàãè.

Òîìó ðîçãëÿíåìî ùå äåêiëüêà ìåòðèê, ÿêi ââîäÿòüñÿ ç óðàõóâàííÿì ñïåöèôiêè

ïîñòàíîâêè íàøî¨ çàäà÷i òà ¹ íàé÷àñòiøå âæèâàíèìè â ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàí-

íÿõ.

Äëÿ ïî÷àòêó ââåäåìî äëÿ êîæíî¨ ïàðè (y; z) 2 D ââåäåìî íàñòóïíó âåëè÷è-

íó:

r (y; z) = min
pj 2P (y;z)

Cj (31)



17

Äàíà âåëè÷èíà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ìiíiìàëüíó âàðòiñòü øëÿõó ìiæ ïóíêòîì ïîõîäæå-

ííÿ y òà ïóíêòîì ïðèçíà÷åííÿ z äîñòóïíó êîðèñòóâà÷ó ïðè ïåâíîìó ïîòîöi.

Ïåðøèì ìîæëèâèì êðèòåði¹ì äëÿ îöiíêè áëèçüêîñòi äî ïîëîæåííÿ ðiâíîâà-

ãè ¹ òàê çâàíàâiäíîñíà ïîõèáêà :


 =
P m

i=1 ci � f iP
(y;z)2D d(y; z) � r (y; z)

� 1 (32)

Â ÷èñåëüíèêó âèðàçó (32) ìà¹ìî çàãàëüíó âàðòiñòü ïîäîðîæåé â íàøié ñèñòåìi,

à â çíàìåííèêó - çàãàëüíó âàðòiñòü, ÿêùî âñi êîðèñòóâà÷i ïåðåéäóòü íà íàéêîðî-

òøèé â äàíèé ìîìåíò äëÿ íèõ ìàðøðóò. Òîäè 
 áóäå âiäíîøåííÿì íàäëèøêîâî¨

âàðòîñòi äî íàéìåíøî¨ çàãàëüíî¨ âàðòîñòi ïðè äàíîìó ïîòîöi. Çðîçóìiëî, ùî 


äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìè äîñÿãíóëè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Òîìó,

êîëè âiäíîñíà ïîõèáêà ñòà¹ äîñòàòíüî áëèçüêîþ äî íóëÿ, ìè ìîæåìî ââàæàòè,

ùî ìè ïiäiéøëè äîñòàòíüî áëèçüêî äî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Íåäîëiêîì âiäíîñíî¨ ïîõèáêè ¹ ¨¨ áåçðîçìiðíiñòü i âiäñóòíiñòü iíòó¨òèâíî¨

iíòåðïðåòàöi¨. Òîìó òàêîæ iñíó¹ òàêà ìåòðèêà ÿê ñåðåäíÿ íàäëèøêîâà âàðòiñòü

(average excess cost), ÿêó ïîçíà÷èìîAEC :

AEC =

P m
i=1 ci � f i �

P
(y;z)2D d(y; z) � r (y; z)

P
(y;z)2D d(y; z)

(33)

Öÿ âåëè÷èíà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñåðåäíþ ðiçíèöþ ìiæ ÷àñîì ïîäîðîæi íà ôàêòè÷íîìó

øëÿõó êîæíîãî êîðèñòóâà÷à òà ÷àñîì ó äîðîçi íà íàéêîðîòøîìó øëÿõó, äîñòó-

ïíîìó öüîìó êîðèñòóâà÷ó. Íà âiäìiíó âiä âiäíîñíî¨ ïîõèáêè 
 , AEC ìà¹ òàêi æ

îäèíèöi ÿê i âàðòiñòü, òîìó ¨¨ ëåãøå iíòåðïðåòóâàòè.

Ùå îäíà ìiðà çáiæíîñòi, ÿêà íàïðÿìó ïîâ'ÿçàíà ç ïîíÿòòÿì ðiâíîâàãè öå

ìàêñèìàëüíà íàäëèøêîâà âàðòiñòü (maximum excess cost) - MEC. Âîíà âèçíà-

÷à¹òüñÿ ÿê ìàêñèìóì ñåðåä âñiõ ðiçíèöü ìiæ âàðòîñòÿìè ìàðøðóòiâ, ùî çíà-

õîäÿòüñÿ ó âèêîðèñòàííi, òà ìiíiìàëüíèìè âàðòîñòÿìè, äîñòóïíèìè êîæíîìó

êîðèñòóâà÷ó:

MEC = max
(y;z)2D

�
max

pj 2P (y;z); x j > 0

�
Cj � r (y; z)

� �
(34)

Ìàêñèìàëüíà íàäëèøêîâà âàðòiñòü ÷àñòî ìîæå áóòè íà êiëüêà ïîðÿäêiâ âèùîþ

çà ñåðåäíþ. Íåäîëiêîì MEC ¹ òå, ùî äëÿ ¨¨ îáðàõóíêó íåîáõiäíî îáîâ'ÿçêîâî

çíàòè ïîòiê ïî øëÿõàõ, ùîá âèçíà÷èòè, ÿêi øëÿõè âèêîðèñòîâóþòüñÿ, à ÿêi íi.
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Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i ðiâíîâàãè â òåðìiíàõ ïîòîêiâ ïî ðåáðàõ

ìè íå ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè MEC ó ÿêîñòi ìåòðèêè äëÿ ïåðåâiðêè íàøîãî

ðîçâ'ÿçêó.

4 Çàñòîñóâàííÿ ìîäåëi íà ïðàêòèöi

Äëÿ òîãî, ùî çàñòîñóâàòè ïðåäñòàâëåíó âèùå ìîäåëü äëÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷,

íàì íåîáõiäíà íàñòóïíà iíôîðìàöiÿ:

1. Äàíi ïðî òîïîëîãiþ äîðiã òðàíñïîðòíî¨ ìåðåæi

2. Ôóíêöi¨ âèòðàò ðåáåðci

3. Iíôîðìàöiÿ ïðî âèõiäíi òî÷êè ìàðøðóòiâ òà ïóíêòè ïðèçíà÷åííÿ, à òàêîæ

êiëüêîñòi ïîäîðîæóþ÷èõ ìiæ êîæíîþ òàêîþ ïàðîþ

Íàéïðîñòiøèì ñåðåä öüîãî ¹ òîïîëîãiÿ ìåðåæi: çàâäÿêè ñó÷àñíèì çàñîáàì

GPS òà ÷èñëåííèì öèôðîâèì ãåîëîêàöiéíèì áàçàì íåâàæêî çàäàòè ìåðåæó âiä-

ïîâiäíó ïðàêòè÷íî äî áóäü-ÿêî¨ ìiñöåâîñòi. Íàïðèêëàä, íà Ðèñ. 1 çîáðàæåíî

ãðàôîâå ïðåäñòàâëåííÿ äîðiã ìiñòà Êè¨â. Ç iíøèìè æ äâîìà ïóíêòàìè ñèòóà-

öiÿ êóäè ñêëàäíiøà i çàçâè÷àé äëÿ ¨õ çàäàííÿ íåîáõiäíî ìàòè ïåâíi äîäàòêîâi

ñòàòèñòè÷íi äàíi. Â äàíîìó ðîçäiëi áóäå ðîçãëÿíóòî äåÿêi ìîæëèâi ïiäõîäè äî

ìîäåëþâàííÿ ôóíêöié âèòðàò òà àíàëiçó ïîïèòó.

4.1 Ôóíêöi¨ âèòðàò

Çàçâè÷àé îäèíèöåþ âàðòîñòi ïîäîðîæi ïî ïåâíîìó ðåáðó ìåðåæi îáèðàþòü

÷àñ, âèòðà÷åíèé íà ïîäîðîæ. ßê áóëî çãàäàíî ðàíiøå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó

ôóíêöi¨ ci çàëåæàòü âiä ïîòîêiâ ïî âñiõ ðåáðàõ, à íå ëèøå âiä ïîòîêó ÷åðåç ñâî¹

ðåáðî ai . Ïðèïóñòèìî, ùî íàì äîñòóïíi ñïîñòåðåæåííÿ ïðî ïîòîêè ÷åðåç ðåáðà

(f k
1 ; � � � ; f k

m) â ðiçíi ìîìåíòè, à òàêîæ ÷àñ, tk
i íåîáõiäíèé äëÿ ïðî¨çäó ðåáðà ai .

Òîäi, ìîæåìî ñïðîáóâàòè íàáëèçèòè ôóíêöiþ âàðòîñòi ó âèãëÿäi:

ci (f 1; � � � ; f m) =
mX

j =1

wij � ĉj (f j ) (35)

äå ĉj (f j ) - ïåâíi çàäàíi ìîäåëþþ÷i ôóíêöi¨.
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Ðèñ. 1: Òîïîëîãiÿ äîðîæíüî¨ ìåðåæi Êè¹âà

Òîäi äëÿ êîæíîãî ci ìà¹ìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ wij ,

ÿêó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ÿê çàäà÷ó ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ:

NX

k=1

�
ci (f k

1 ; � � � ; f k
m) � tk

i

� 2
! min

wi

(36)

Ðîçâ'ÿçàâøè òàêi çàäà÷i äëÿ âñiõi ìè îòðèìà¹ìî ïåâíå íàáëèæåííÿ âåêòîð-

ôóíêöi¨ âèòðàò c(f ). Îñíîâíà ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â îòðèìàííi äàíèõ (f k
1 ; � � � ; f k

m)

òà tk
i . ßêùî ïîòîêè ÷åðåç ðåáðà âiäíîñíî ïðîñòî ñïîñòåðiãàòè, âñòàíîâèâøè äà-

ò÷èêè â ïåâíèõ ìiñöÿõ ìåðåæi, òî ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ íà ðåáði âèìiðÿòè

ñêëàäíiøå.

Òîìó â ïðàêòè÷íèõ ñèòóàöiÿõ íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ âèòðàò âiäáóâà¹òüñÿ â

äåùî ñïðîùåíîìó âàðiàíòi, êîëè ci çàëåæèòü íå âiä óñiõ ïîòîêiâf j . Íàé÷àñòiøå
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çóñòði÷à¹òüñÿ òàê çâàíà BPR-ôóíêöiÿ:

ci (f i ) = f 0
i �

�
1 + �

� f i

ui

� � �
(37)

äå f 0
i - ÷àñ âiëüíîãî ïðî¨çäó (òîáòî ó âèïàäêó, êîëè ìåðåæà íåçàâàíòàæåíà).

Çàçâè÷àéf 0
i áóäå ïðîïîðöiéíèì äî äîâæèíè ôiçè÷íî¨ äîðîãè, ùî âiäïîâiäà¹

äàíîìó ðåáðó. ui - ïðàêòè÷íà ìiñòêiñòü ðåáðà,�; � - ïàðàìåòðè, ùî ìîæóòü áóòè

âiäêàëiáðîâàíi äëÿ êîíêðåòíî¨ ìåðåæi. ßêùî íiÿêèõ êîðåêöié íå âíîñèòüñÿ, òî

íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòüñÿ çíà÷åííÿ � = 0:15 òà � = 4.

ßêùî äëÿ âñiõ ðåáåð ôóíêöiÿ âèòðàò âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê BPR-ôóíêöiÿ (37), äå

� > 0; � > 1, òî ðåçóëüòóþ÷à âåêòîð-ôóíêöiÿc áóäå ñòðîãî ìîíîòîííîþ íà Rm
+ :

8f 6= h 2 Rm
+ : hc(f ) � c(h); f � hi =

mX

i =1

f 0
i � i

u� i
i

(f � i
i � h� i

i ) � (f i � hi ) =

=
mX

i =1

f 0
i � i

u� i
i

(f i � hi )2 � (f � i � 1
i + f � i � 2

i hi + � � � + f i h
� i � 2
i + h� i � 1

i ) > 0

Òàêîæ âñi êîìïîíåíòè c áóäóòü íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè, à òîìó òàêîþ

áóäå i ñàìà c, à îòæå âîíà áóäå é ëiïøèöåâîþ. Òîáòî, ïðè âèêîðèñòàííi BPR-

ôóíêöié ìè ìîæåìî ãàðàíòóâàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðiâíîâàæíîãî ðåáåðíîãî

ïîòîêó çàäà÷i òðàíñïîðòíî¨ ðiâíîâàãè.

Ðèñ. 2: Ïðèêëàä ïåðåõðåñòÿ

Ñïðîáó¹ìî äåùî áiëüø óçàãàëüíèòè BPR-ôóíêöiþ (37). Iäåÿ ïîëÿãà¹ â ïðè-

ïóùåííi, ùî íà ÷àñ ïîäîðîæi ïî ðåáðó îêðiì éîãî âëàñíîãî ïîòîêó çíà÷íèì

÷èíîì ìîæóòü âïëèâàòè é ïîòîêè ñóñiäíiõ ðåáðàõ. Íàïðèêëàä, ÿêùî ìà¹ìî ïå-

ðåõðåñòÿ ÿê íà Ðèñ. 2, òî äóæå âåëèêi ïîòîêèf 3; f 4 âïëèíóòü íà ÷àñ ïðî¨äó ïî

ðåáðó(1; 2) íàâiòü ÿêùî éîãî âëàñíèé ïîòiê f 1, áóäå ìàëèì.
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Äëÿ êîæíîãî ðåáðà ai ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A i ðåáåð, ùî ìàþòü îäíó ñïiëüíó

âåðøèíó ç ai . Òîäi ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíó ôóíêöiþ âèòðàò:

ci (f i ) = f 0
i �

�
1 + �

� f i

ui

� � �
+

X

aj 2A i


 j f
� j

j (38)

äå 
 j ; � j - ïàðàìåòðè, ùî ïîòðiáíî ïiäáèðàòè çàëåæíî âiä êîíêðåòíî¨ ìåðåæi òà

êîíêðåòíîãî ïåðåõðåñòÿ.

4.2 Ìàòðèöÿ ïîïèòó

Äëÿ çàäàííÿ óìîâ (24) íàì íåîáõiäíî çíàòè ìíîæèíó D � N � N ïàð ïî-

÷àòêîâèõ òî÷îê òà ïóíêòiâ ïðèçíà÷åííÿ, à òàêîæ êiëüêîñòi êîðèñòóâà÷iâ, ÿêèì

ïîòðiáåí ìàðøðóò ìiæ êîæíîþ ç òàêèõ ïàð. Öå ìîæíà çàäàòè òàê çâàíîþ ìà-

òðèöåþ ïîïèòó � , äå íà ïåðåòèíi y-âîãî ðÿäêà òà z-òîãî ñòîâïöÿ çíàõîäèòüñÿ

êiëüêiñòü ïî¨çäîê ìiæ ïàðîþ (y; z).

Ïðè íàáëèæåííi ìàòðèöi ïîïèòó ¹ äâà îñíîâíèõ ïiäõîäè. Ïåðøèé ïîëÿãà¹

ó âèêîðèñòàííi äåìîãðàôi÷íèõ ïîêàçíèêiâ òà äàíèõ ñîöiàëüíèõ îïèòóâàíü äëÿ

çíàõîäæåííÿ ïîâåäiíêîâèõ çàêîíîìiðíîñòåé ëþäåé ó âèáîði ïóíêòiâ ïðèçíà÷åíü

¨õíiõ ïî¨çäîê. Òàêèé ìåòîä ìîæå äóæå åôåêòèâíèì, áî îêðiì ìàòðèöi ïîïèòó

ìîæå äàòè iíôîðìàöiþ ïðî ïåâíi ìàéáóòíi òðåíäè ïîâåäiíêè. Àëå âîäíî÷àñ çáið

i êîðåêòíà îáðîáêà äîñòàòíüî¨ êiëüêîñòi äàíèõ ìîæóòü áóòè äóæå çàòðàòíèìè òà

ñêëàäíèìè. Iíøèé ïiäõiä áàçó¹òüñÿ íà íàáëèæåííi ìàòðèöi ïîïèòó ñïèðàþ÷èñü

íà ïåâíèé íàáið ñïîñòåðåæåíü ïîòîêiâ ïî ðåáðàõ ìåðåæi. Ïðîáëåìà öüîãî ñïîñî-

áó â ðîçìiðíîñòi: êiëüêiñòü ïàð ïî÷àòîê-ïðèçíà÷åííÿ çàçâè÷àé íàáàãàòî áiëüøà

çà çàãàëüíó êiëüêiñòü ðåáåð ìåðåæi. Òîìó çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ìàòðèöi ïîïèòó

ëèøå ÷åðåç ïîòîêè íà ðåáðàõ (ïðè÷îìó íå îáîâ'ÿçêîâî íàâiòü ïî âñiõ ðåáðàõ)

áóäå íåäîâèçíà÷åíîþ.

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä ïî¹äíàííÿ îáîõ ïiäõîäiâ çàïðîïîíîâàíèé â [1]. Iäåÿ ïîëÿ-

ãà¹ à òîìó, ùî ïðèïóñêà¹òüñÿ ïåâíå âiäîìå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ � � îòðèìàíå

íà îñíîâi ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ, ÿêå ïîòiì ïîêðàùó¹òüñÿ ñïîñòåðåæåííÿìè ïî-

òîêiâ f � ïåâíî¨ ïiäìíîæèíè ðåáåð L � L. Ñòàâèòüñÿ íàñòóïíà îïòèìiçàöiéíà

çàäà÷à:

g(� ; f ) = � �
X

(y;z)2N � N

�
� yz � � �

yz

� 2
+ (1 � �) �

X

ai 2L

�
f i � f �

i

� 2
! min

� ;f
(39)
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äå f � ðiâíîâàæíèé ïîòiê äëÿ ìàòðèöi � (40)

� yz � 0 8(y; z) 2 N � N (41)

Ôóíêöiÿ (39) âiäíîñèòüñÿ äî òèïó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ i óîñîáëþ¹ ñïðîáó ìiíi-

ìiçóâàòè âiäõèëåííÿ ðåçóëüòóþ÷î¨ ìàòðèöi ïîïèòó âiä ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ

i âiäõèëåííÿ îòðèìàíîãî ðiâíîâàæíîãî ïîòîêó âiä ñïîñòåðåæåíü. Ìíîæíèê �

ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ðiâåíü äîâiðè äî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ � � . Íàïðèêëàä

ÿêùî � � áóëî îòðèìàíî íà îñíîâi âåëèêî¨ ðåïðåçåíòàòèâíî¨ âèáiðêè, à äàíi ïðî

ïîòîêè f � íå äóæå òî÷íi, òî äîöiëüíî áðàòè � áëèçüêèì äî 1.

ßê ìîæíà ïîìiòèòè, çàâäÿêè óìîâi (40) f ìîæíà ââàæàòè ôóíêöi¹þ âiä � .

Ïðè öüîìó, ÿê áóëî çãàäàíî ó ðîçäiëi 3.2, çà ïåâíèõ îáìåæåíü íà ôóíêöi¨ âàðòî-

ñòi ðåáåðci êîæíié ìàòðèöi ïîïèòó âiäïîâiäà¹ óíiêàëüíå çíà÷åííÿ ðiâíîâàæíîãî

ïîòîêó. Òîìó öiëüîâà ôóíêöiÿ â (39) áóäå ëèøå ôóíêöi¹þ âiä � . Òîäi ìîæíà

çàïèñàòè ¨¨ ÷àñòèííi ïîõiäíi ïî âñiõ åëåìåíòàõ ìàòðèöi ïîïèòó:

@g
� yz

= 2�(� yz � � �
yz) + 2(1 � �)

X

ai 2L

(f i � f �
i )

@fi
@� yz

(42)

×àñòèííi ïîõiäíi @fi
@� yz

âiäîáðàæàþòü ÷óòëèâiñòü ðiâíîâàæíîãî ïîòîêó äî çìií â

ìàòðèöi ïîïèòó. Äåòàëüíèé ñïîñiá ¨õ îáðàõóíêó áóëî ðîçãëÿíóòî â [1]. Âèðàçè

(42) äàþòü íàì ìîæëèâiñòü îáðàõóíêó r g, ùî äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè ãðàäi¹íòíèé

ñïóñê äëÿ ïîøóêó � :

1. Çàäà¹ìî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ � 0 = � � òà êðîê � .

2. Çíàõîäèìî ðiâíîâàæíèé ïîòiê f , ùî âiäïîâiäà¹ � n.

3. Îáðàõîâó¹ìî ãðàäi¹íò â � n çà ôîðìóëàìè (42).

4. Îá÷èñëþ¹ìî íîâå íàáëèæåííÿ:

� n+1 = PRK
+

(� n � � r g(� n)) (43)

5. ßêùî � n+1 íàñ âëàøòîâó¹, òî çóïèíÿ¹ìîñü. Iíàêøå çáiëüøó¹ìî n íà 1 òà

ïîâåðòà¹ìîñü íà êðîê 2.
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5 Îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè

Â äàíîìó ðîçäiëi ìè ïðîòåñòó¹ìî ðîáîòó àëãîðèòìiâ, ðîçãëÿíóòèõ â ðîçäiëi

2.2 äëÿ çàäà÷ ïîøóêó òðàíñïîðòíî¨ ðiâíîâàãè ðiçíèõ ìàñøòàáiâ. Òåñòóâàííÿ

âiäáóâàëîñÿ íà ñèñòåìi ç ïðîöåñîðîì Intel Core i7-7700HQ ÷àñòîòîþ 2.8 ÃÃö.

Ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ ðîçðîáëÿëîñü íà ìîâi ïðîãðàìóâàííÿ Python ç âè-

êîðèñòàííÿì áiáëiîòåêè numpy äëÿ îá÷èñëåíü, áiáëiîòåêè networkx äëÿ ðîáîòè ç

ãðàôîâèì ïðåäñòàâëåííÿì òðàíñïîðòíî¨ ìåðåæi òà áiáëiîòåêè pandas äëÿ îáðîá-

êè âõiäíèõ äàíèõ.

5.1 Ìåðåæà Áðà¹ñà

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Äëÿ ïî÷àòêó ïåðåâiðèìî, ÿê ïðàöþâàòèìóòü êëàñè÷íi àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ

âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé äëÿ ïðîñòî¨ çàäà÷i ç ãàðíî âiäîìèì òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì.

À ñàìå ðîçãëÿíåìî ìåðåæi ç ïàðàäîêñó Áðà¹ñà, çîáðàæåíi íà Ðèñ. 3 òà Ðèñ. 4.

Ôóíêöi¨ âèòðàò ðåáåð ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

ca(f a) = 10f a cb(f b) = f b + 50 cc(f c) = f c + 50

cd(f d) = 10f d ce(f e) = f e + 10

Ïàðà äæåðåëî-ïðèçíà÷åííÿ îäíà - (1; 4) òà d(1; 4) = 6 ç äâîìà øëÿõàìè p1 =

(a; c); p2 = ( b; d) â ïåðøîìó âèïàäêó òà äîäàòêîâèì øëÿõîì p3 = ( a; e; d) â

äðóãîìó âèïàäêó.
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